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Probléeme 1:

Soit la forme quadratique définie sur R® par
q(z) = 2Az122 + 2273 + T173)
avec T = (1, T2, 73) € R®.

1) Déterminer la matrice A associée & g dans la base canonique.

2) Construire une base orthonormée B formée de vecteurs propres de A. La matrice
A est-elle inversible 7

3) Déterminer la matrice A’ associée & ¢ dans la base B. En déduire l'expression de
la forme réduite de ¢ en fonction des nouvelles coordonnées y;, ya, y3 du vecteur = dans la
base B.

4) Déterminer la matrice de passage P de la base cenonique & B. En déduire
Uexpression des y; en fonction des z;, 1 = 1. 2, 3, puis la forme réduite de g(z) en fonction

de (z1,z9,z3). Quelle est la nature de cette forme réduite ?

Probléme 2:
1) Soient les suites (u,) et (v,) définies par la donnée de leurs termes généraux suivants:
pour n € N
1

1
ty = Aot

Un = Un+—
T

(n))

Etudier la monotonie des suites (u,) et (v,).

Sachant que ¥n € N*, u, < v, étudier la convergence de ces deux suites.

’

hY

1.1)
1.2)
1.3) Calculer la limite de la suite (v, — un).
1.4) Comparer les limites, si elles existent, des suites (u,) et (va).

2) Soit la série de terme général suivant:
Wy = —

pour n € N*.



-3 -

2.1) Donner la somme partielle W, de cette série. Comparer avec les résultats
précédents.

2.2) Etudier la convergence de cette série.

Probléme 3:
Etudier I'existence d’extrema pour les fonctions suivantes. Préciser s'il s’agit d’extrema
locaux ou globaux.

1) flz,y) =2+~ 9zy + 27

2) f(z.y) = (4 — 2?)(v® — 227)

3) flz,y) =2+ ¢ - 3zy

4) f(z,y) = (a®+ 1)(z® + ¥°) + 4zy aveca € R.

Tournez la page S.V.P.



Probléme 4 :
PREMIERE PARTIE

Soit A un espace d'événements élémentaires, dont la famille d'événements {A, Aa...., Aj, ..., A} est
une partition.

Soit W un vecteur aléatoire de dimension K. Les composantes de W sont notées w; et telles que
vi=1..,K

L w; = 1 si I'événément A, s'est réalisé

wij = 0 sinon

Pr{w; = 1) = p; K

Pr(cy=0)=1-p, Z}pj =1 (1)
=

¥i,p, 20 )

1. Calculez 'espérance de W et la variance de W.
P:

Soit un entier naturel n,n #0etp=| - [satisfaisant (1) et (2). On dispose d une famille de n
Pk

vecteurs aléatoires indépendants du type W. Nous les notons Wii=1..n

n
On définit alors un nouveau vecteur aléatoire de dimension K, H= Z w!
i=1

K
2. Montrez que ZHJ =n ol Hj est la j™™ composante de H.
=
nl

K
Soith=| : un élément de IN® tel que : Vi€ IN*,0 <nj<net Enj:n
=1

b

Calculez E(H;) et Var(H;).
4. Déterminez Var(H).

Montrez que

n n =
fy=——] ] " si X,n;=n
= =1

[In’

=

Jen

K
f(l)=0si Yy 0, #n

=1




SECONDE PARTIE

Nous cherchons maintenant 4 procéder au tirage aléatoire d'un échantillon de taille n sur une
population de taille finie K. Chaque individu a; de cette population est supposé posséder une
caractéristique x(a;). Lorsqu'un individu a;est tiré, la valeur de sa caractéristique x(a;) est alors
parfaitement connue, Vj=1,..., K, x(a) e IR.

Nous considérons I'vénement A;, 0 <j <K, A; : "I'individu a; est choisi lors du tirage aléatoire d'un
individu dans la population".

1
PriA) = —

Le premier tirage se fait avec remise, il est alors possible quun individu soit tiré plusieurs fois.

6. Expliquez pourquoi il est possible d'associer au tirage avec remise d'un échantillon de taille n, un
vecteur aléatoire de dimension K ayant les caractéristiques du vecteur H étudié lors de la premidre
partie. (10 lignes maximum).

7. Donnez une interprétation de 'événement H; = n;.

Le second échantillon est tiré sans remise. Il est encore possible d'associer a ce tirage une variable
aléatoire T de dimension K, la jéme compoesante du T est notée T;.

8. Quelle est la nature des lois marginales de T.
9. Calculez le parameétre qui les caractérise pour un échantillon de taille n avant tirage. En donner
une interprétation.

Lorsque I'on procéde au tirage avec remise d'un échantillon aléatoire de taille n, on appelle moyenne
K

H;x(a;)

- ; = 1
empirique du caractére x la variable aléatoire suivante: X, =—
n <=

1

Lorsque I'on procéde au tirage d'un échantillon aléatoire sans remise, on appellera moyenne empirique

. 1 &
du caractére X la variable aléatoire suivante : X = _ETJ x(a;)
n J=1 °
10. Calculez l'espérance de in pour les deux procédures d'échantillonnage.
11. Calculez E(X) et Var(X).
12. Montrez que dans les deux cas, E(X ) = E(X).

= Var(X
13. Montrez que lors d'un tirage avec remise Var( X )= G

n
= N-nVar(X
14. Montrez que lors d'un tirage sans remise Var( X, ) =[N P
= n




o

Probléme 1

Pour tout n € N, on pose

/2
Un =f sin®(z)dz.
0
1. Montrer que u, > 0 Vn € N et que (u,) est une suite décroissante. La
suite (uy,) est-elle convergente ?
2. Montrer 4 I’aide d'une intégration par parties, que
VneN, (n+2)tnrs = (n+ 1).u,. (1)

3. Déduire alors par récurrence de (1) que

U7 -Uo
2n+1

(2)

Vn € N, Uspi1.Us, =

Donner alors la limite I de (un).

4. Calculer uy et u;, puis uy et uz. Montrer alors & l'aide de (1) que la
suite de terme général

Ugn

ouncN

Up =
U2n+1

est décroissante, puis qu'elle converge (on ne demande pas sa limite).

Probléme 2

Soit M3(IR) ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & coefficients réels.
On désigne par M* l'ensemble des matrices A = [ay] de Ms(R) pour
lescuelles les huits sommes

Zj:l i 5 Zs 5 (] = ]., 2,3) ; Zsi_l aij (3 = 1,2,3) ! Zj——l Qid—i

i=1 = =

sont égales. On notera s(A) la valeur (commune) des huits sommes ci-dessus

pour A € M~,



Probléme 3

1.

Montrer que Iensemble M* muni de 'addition des matrices et de la
multiplication par un scalaire est un sous-espace vectoriel de M;(R).

. Soit A 'ensemble des matrices A € M~ telles que 4’ = —A A’ désigne

la trangposée de A). Montrer que A est un sous-espace vectoriel de
M*. Quelle est la valeur commune des huits sommes d’une matrice de
A. Expliciter la forme générale des matrices de A.

. Soit S I'ensemble des matrices A € M~ telles que A’ = A. Soit B € S.

Ecrire B sous la forme de la somme de deux matrices de S dont l'une
admet 0 comme valeur des huits sommes.

Expliciter la forme générale des matrices de S.

Veérifier si les matrices

sl i ey |
U =1 0 1 |:¥=]|~1 ¢ 1 }sw=|111
e o B4 T

forment une base de ’espace vectoriel M*.

Montrer que la fonction f : R? — R telle que
flz,y) =" +oy+y* + 22+ 3y
admet un extremum global unique dans

. Les fonctions suivantes

g [y eR—glz,y) =2 +y* +1°
2
h : (z,y,2) € R® vy ,y;Z}=m—+myz+y—z

oRreuR dsle texf .
admettent-elles des extrema locaux ?, globaux ?

Tournez la page S.V.P.



Probléme 4

Un parieur se trouve devant un jeu de trois cartes identiques sauf en ce qui
concerne la couleur. La premiére carte, Cpp, est blanche sur les deux faces.
La deuxiéme carte, Cy . est noire sur les deux faces. Enfin, la troisieme,
Cpa, est blanche d’un coté et noire de Pautre.

Une carte est tirée au hasard. L'unique face de cette carte que peut voir
le joueur est aussi tirée au hasard.

1. Montrer que l'événement “la face cachée est blanche” peut étre formulé
4 I'aide de deux variables aléatoires X, Y relatives aux deux tirages
considérés ci-dessus (tirage de la carte et tirage de la face).

2. Le parieur s'appréte & parier sur la couleur de la face cachée de la carte
tirée. Montrer & 'aide de la formule de Bayes que le parieur a intérét

& parier sur une couleur spécifique A préciser.

— D‘aprds documents fournis
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Probléme 1

Soit R une relation d’équivalence définie sur un ensemble E +# 0. Pour .
z € E, on note z, la classe d’équivalence de = modulo R.

1. Soit (z,y) € B?. Montrer que les propositions (i), (i), (i) et (iv)
sont équivalentes ou
(7)) : zRy
(i) :z =7
(i) : 2Ny £ 0
(tv) : z et y appartiennent 4 la méme classe d’équivalence.
En déduire que si (z,y) € E?, on a%% v 4:»:%0;; = 0.
2. Soit R la relation binaire définie dans R par 2Ry <= ze¥ = ye®.
(a) Montrer que R eést une relation d’équivalence.

= (b) Préciser, pour = € R, le nombre d’éléments dans z, classe de
z modulo K.

Probléme 2
Soit f : R? — R définie par

flzy) =2 = 3z(1 + 7).

1. Montrer que f n’admet pas d’extrema globaux.
2. f admet-elle des extrema locaux?

3. On rappelle le résultat suivant: si f est une fonction continue sur
une partie fermée K C R telle qu'’il existe un pavé [a;,8] x ... x
[a,,b,) de R™ qui contient K (a;,b; € R, 7 =1, ..., n), alors f admet
un maximum et un minimum sur A, :

Soit D = {(z1,z2) € R? : 2% + 22 < 1}. Montrer que f admet un
maximum M et un minimum m sur D.

e

Soit (z1,23) € D. Démontrer quesi f(z;,z3) = M ousi e as) =
m alors 23 + z3 = 1.



Probléme 3

Soit la matrice

A Gz 2z
az1 Gg2

o iaiils " : : 7 o i Y
a éléments réels a;; > 0. On dit que A4 est productive sl existe X = = ) a

: 2
eléments z; > 0 tels que X —AX > 0, ¢’est-a-dire & &léments tous strictement
positifs.

1. On se propose ici de montrer que si A est productive, alors 7 — 4
est inversible et (1~ A)~" est & éléments positifs ou nuls (I désigne
la matrice unité). On suppose donc ici A productive.

(2) Montrer que tout X vérifiant les propriétés énoncées plus haut
est tel que z; > 0, z3 > 0 (on pourra raisonner par l'absurde).

(b) Montrer que 0 < a;; < 1 et 0 < agy < 1. En déduire par des
considérations de signe que les colonnes de T — A ne peuvent
pas étre liées.

(c) Calculer alors (I — A)~! et montrer qu'elle est & éléments
positifs ou nuls (c’est-a-dire (7 — 4)~! > 0).

g

2. Montrer alors que A est productive si et seulement si [ — A est
inversible et (I — A)~1 > 0.

3. Les matrices

. i 1 _ L iga
A= ( 3/4 1/2 ) B 2l ( 1/2 3/4)

¥

sont-elles productives?

Probléme 4

Un candidat au concours d’entrée 4 une grande école vient de répondre
a toutes les questions posées dans I'épreuve de mathématiques. Ses réponses
contiennent 4 erreurs. A chaque relecture par le candidat, une faute non-
corrigée est corrigée avec une probabilité de 2/3. On suppose que les relec-
tures sont indépendantes les unes des autres.

Tournez la page S.V.P.



1. Déterminer le nombre minimal de relectures pour que la probabi-

lité qu'il ne subsiste aucune erreur soit supérieure. & 0.8.

. Méme question qu'en 1, avec le nombre X d’erreurs qui est réparti
uniformément sur {0, 1,2, 3,4}.

. Supposons maintenant qu'aprés avoir terminé de répondre aux
questions posées dans 1’épreuve de mathématique en question, le
candidat pense que la probabilité que ses réponses soient entiére-
ment correctes est égale & 0.6. Il procéde & une relecture de ses
réponses en sachant que son expérience passée montre qu'il est
capable de déceler des erreurs, lorsqu’elles existent, dans 835 cas
sur 100 (en une seule lecture).

(a) Déterminer la probabilité qu'aprés une relecture, le candidat
ne trouve aucune erreur.

(b) Déterminer la probabilité que ses réponses solent entiérement
Correctes sachant qu'il n'a trouvé aucune erreur aprés une
relecture.

~ D'aprés documents fournis,
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L’usage de calculatrices électroniques de poche & alimentation autonome, non
imprimantes et sans document d’accompagnement, est autorisé pour toutes les
épreuves d’admissibilité, sauf pour les épreuves de francais et de langues.
Cependant, une seule calculatrice a la fois est admise sur la table ou le poste de
travail, et aucun échange n'est autorisé entre les candidats.

PROBLEME 1

Soit E un ensemble non vide muni d’une relation binaire notée <. On suppose
= asymétrique, c'est--dire que Vz,y € E, (z < y) = non(y < z).

o (1) Montrer que < n’est pas réflexive.
e (2) On définit une nouvelle relation binaire sur E notée < par
Vz,y € E, {0 < y) <= non(y < z).
Mozitrer que pour tout z,y € F, une et une seule des proposilions suivantes
(z=2y), (<)

est vrale.

o (3) On définit la relation binsire =<; sur E par:
Ve,yeE,(z 21 y) <> Vac E (azz) = (a <y

Montrer que = est réflexive et transitive.

o (4) On suppose que = est pseudo-transitive ¢’est-a-dire telle que
Yo,o',y,9 €E, (<2 2y =y) = (z <)
On définit la relation binaire <; sur F par
Vr,y € E, (z <) y) < nony =1 ).

{a) Montrer que (z <1 ¥) = (z %1 y).
(b) En déduire que le préordre =<1 est total.
(¢) Montrer que la relation définie par
Ve,ye E (z=0y) < [Va€ E,(y Ra) = (z X a)]

est un préordre total.

Tournez la page S.V.P,



PROBLEME 2

I} Soit © un ensemble non vide et A est une partie de (l. On désigne par 4
Iapplication de  dans I'ensemble {0,1} par:

Tile) =1 st

ez Q’{ I4(z) =0 sinon

Désignons par C I'ensemble de toutes les applications de {2 dans U'ensemble
{0,1}.

o (1) Montrer que toute application f € C peut &tre considérée comme une
application I4 ol A C Q.

e (2) Montrer que 'application 7 de Iensemble des parties de (2, noté P(Q),
vers C telle que T(A) = I 4 est une bijection ef que

-I_A,QIB@ACB.
(I4 < I signifie : Wz € U, Ta(z) € Ip(z)).
o (3) Montrer que pour 4 et B C £, on a:
I;i =1-—1a
Tamp =1alB
Tsug=Is+1Ip—Ialp
A désigne le complémentaire de A dans €.

II) Suppesons que (2, P(Q)) est muni d’une mesure de probabilité P et que
(Ay,..., A,) et (By, ..., Bm) désignent deux partitions distinctes de 2. L’application
Z =73, zIa de Q vers R peut étre considérée comme une variable aléatoire
qui prend la valeur réelle z;, si Pévénement A4; se réalise, 1 = 1,..., n.

o (1) Solent X = 51 z;Ta, et Y = 3., y;I5, deux applications de {2
vers R.

Montrer que la variable aléatoire X + 1 s’écrit:
™ m
X+Y= Z Z(mi + yj)IAmB_.,-
i=1 j=21

e (2) Désignons par Ep(.) lopérateur espérance mathématique par rapport
&laloil P.

Calculer Ep{I4). En déduire, grace a I-(3), que
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(AN B}.

e (3)Soit X =3 z;L4, une variable aléatoire et ¢ un réel positif. Désignons
par [|X| > ] l'événenent {w € Q : | X (w)| > €} et par [|X] < ¢] 'événement
{w € QX (w)| < €} Sachant que la variable aléatoire X2 (= X.X) peut
g’écrire sous la forme

X% = nglux\; g+ Xghﬂx’-,q]
montrer que

E(XY) 2 £P(X] 2 €).



PROBLEME 3

Soit la fonction définie sur R? par

foy) = (@ -)e= .

(1) Trouver les points candidats & un extremum de f.

(2) Sachant que dg désigne la différentielle totale de la fonction g, caleuler
: af(z.y) af (=)

o, d (2fzd) et d ().
o (3) Calculer la différence

[52f($¢y)=z _ B f(z,y) *f(z,v)
Sxz0y 82 oyz

Qu’en concluez-vous?

(4) Etudier la fonction #(z) = ze*. En déduire que f atteint son minimum
en tous les points d*une droite. Déterminer 'équation de celle-ci.

PROBLEME 4

I) Soit ¢ la forme quadratique définie sur R® par:

LD 2 e . s
g(zy, 20, 73) = a(a? + 22 + i) + 2b(z170 + 2123 + T373)

o (1) Déterminer la matrice 4 associée & ¢ dans la base canonique. Quelles
conditions doivent étre vérifices par les paramétres ¢ et b pour que la
matrice A soit non singuligre.

o (2) Soit f Vendomorphisme de R? défini par:
F(z1,22,a3) = (¥1 — T2 — T3, 1 + Tp — T3, ~T1 — T3 + Z3)

Montrer que la matrice B associée & f, par rapport a la base canonique
de R3, est un cas particulier de la matrice A. Calculer B~1.

1I)
Supposons que la matrice A est tellequea=3et b=1

e (1) Trouver les valeurs propres de A.
e (2) Donner trois vecteurs propres de A orthogonaux non nuls de A

e (3) Diagonaliser la matrice A. En déduire les coefficients o, 3,y et les
nouvelles coordonnées =}, z}, x4 tels que:

TAR Ry 12 e
q(ml,m2,$3) = azy + foy + 23
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Les quatre problémes sont indépendants

L'usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation autonome, non imprimantes et sans
document d'accompagnement, est autorisé pour toutes les épreuves d’admissibilité, sauf pour les épreuves de
frangais et de langues. Cependant, une seule caleulatric
et aucun échange n'est autorisé entre les candidats.

Premier probléme

Soit E' un enemble non vide muni d’une relation binaire notée - . Supposons que
quels que soient les éléments z,y et z choisis dans E cette relation binaire vérifie
les deux propriétés suivantes:

Propriété T:  [non(z > y) et non(y = 2)] = non(z » z)
Propriété A:  (z > y) = non(y = z)

La premiére propriété peut étre considérée comme une transitivité négative alors
que la deuxiéme propriété est 'asymétrie. Considérons deux autres relations bi-
naires sur E, notée « et 3=, définies & partir de la relation initiale > comme
suit: -
Vr,y € E, (zvy) <= [non(z > y) et non(y = z)]
Yo,y € B, (zry) <= [(z > y) ou (z ~y)]

A titre d’exemple, E pourrait étre un ensemble de paniers de biens et les propo-
sitions « > y , £« y, 2 » y pourraien &tre lues ‘le panier z est préféré au panier
v, ‘le panier z est équivalent au panier y’ et ‘le panier  est préféré ou équivalent
au panier y’ respectivement.

* 1) Montrer que une et une seule des propositions suivantes

(z = v)
(y » z)
(z ~ v

est vraie,

Tournez la page S.V.P.
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2) Montrer que la relation > est transitive.
3) Montrer que la relation » est une relation d’équivalence.
4) Etablir les implications suivantes:

Vi,y,2€ E, (z>y)et(y—~z)= (x> 2)
Ve,y,z € E, (zwyet(y-2) = (z>2)

5) Montrer que la relation > est transitive et compléte.

A

Deuxiéme probléme T

Soit f la fonction numérique définie sur |0, +oo[® par:

1
flz1, 2, 23) = —(z12923)3

1) Montrer que les fonctions:
of &t o
dz;’ Oz;0z; 8z’

s’écrivent, chacune, sous la forme d’un produit f(.)k(.), ot h est une fonction
& déterminer dans chacun des trois cas.

iiedd B

2) Sachant que
V(ou, @z, a3) € IR}, (o) + g + 03)? < 3(a® + a2 + o)

montrer, en utilisant la réponse a la question 1), que V(t,ts,t3) €IR3,
Y(z1,z3,3) €]0,+0c0[* Pexpression

8 f(z1,20,23) 8 f(miaxs)  0%f(ry,x2,73)

dz7 . Bz, 0z i 8r, 03 i
2z ,za,za) A fleizeza)  82f(z1,82.23)
[ tl tz ta ] dzo0zy Bz% 8z98z3 tz
8% f(z1,22,23) O*flz130,23) B8%f(z1.T2,33) t3
dz38z1 dz3dzg &r%

est non négative . Vérifier 4 'aide de la formule de Taylor si f est convexe
OlU Concave.

3) Montrer que la fonction
g(:‘cl: IQ,:CE,) = f(@1,32.23)

est convexe sur le domaine de définition de f.
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Troisiéme Probléme
I) On donne la matrice
0,4 0,3 0,3
A=103 04 03
0,3 0,3 04

b I-1) Calculer les valeurs propres de A

o 1-2) Déterminer une base de vecteurs propres de A, de premiére composante

égale & 1.

e 1-3) Diagonaliser la matrice A et en déduire A" pour tout n €IN".

1I) On considére le systéme (S) d’équations de récurrence: .~ -

(1): Zpsr = 0,47, + 0,3yn + 0,3z,
(2): Yag1 = 0.3zn + 0,4yn + 0,32,
(3): zn41 = 0,3z5 + 0,3yn + 042z

ot n €IN et (z, Yo, 20) est donné appartenant a 1IR3,
o TI-1) Montrer que (S) équivaut & (S'):

(1): Tpg1 = 0,1z, + 0,3c
(2’): Uny1 = Onlyn + 0,3C
(800 2aan =012, +0.3¢

ol ¢ est a4 déterminer.

e II-2) En déduire z,¥n, 2n en fonction de n, zq, Yo, %o

pression de A™ obtenue en I-3).

n

Quatriéme probléme

Retrouver alors l'ex-

1) Le propriétaire d’un petit hotel de 5 chambres posséde deux postes de T.V qu'il
peut installer dans les chambres sur demande, moyennant une petite rétribution.
1l estime qu'en temps normal, ces deux postes doivent suffire, sachant que par le
passé seulement 20% des clients demandaient la T.V. En ne tenant compte que

des nuits ofl les 5 chambres sont toutes occupées, calculer:

e I-1) La proportion des nuits ou les 2 postes ne satisferont pas la demande.

Tournez la page S.V.P.



e I-2) Le nombre moyen de postes demandés.
e I-3) Le nombre moyen de postes réellement loués.

e I-4) Le rendement moyen de la location des T.V, sachant que le propriétaire
touche 30 F par poste.

II) Résoudre le méme probléme que précédemment pour un hotel de 60 cham-
bres possédant 24 postes de T.V. On Jjustifiera I'approximation utilisée au I-1), et
on montrera que le nombre moyen de postes réellement loués est compris entre

11,994 et 12. On prendra &= = 3,87
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DUREE : 4 heures

Les trois problémes sont indépendants

L'usage de calculatrices électroniques de poche i alimentation autonome, non imprimantes et sans
document d'accompagnement, est autorisé pour toutes les épreuves d’admissibilité, sauf pour les épreuves
de frangais et de langues. Cependant, une seule calculatrice a la Jois est admise sur la table ou le poste
de travail, et aucun échange n'est autorisé entre les candidats.

PREMIER PROBLEME

1. Etudier les variations de f, fonction réelle de la variable réelle z, définie par f(z) = Ln(z?+1)

et construire sa courbe représentative (C) dans un repere orthonormé (on pourra prendre
Ln 2 = 0,69).

2.1. Pour quelle valeur de m € Ry, la courbe représentative de fm(w) = Ln(mz? 4 1) passe-
t-elle par le point de coordonnées (1,1) ?

2.2. Soit d(z) = ¢ — La((e—-1)z% + 1).
Calculer d(0) et d(1). Etudier les variations de d(z).
En déduire le signe de d sur I'intervalle [0, 1].

.3. On rappelle que la courbe de Gini est la courbe représentative de la fonction p(z) qui donne
le pourcentage de la masse salariale globale détenue par les 2% salariés les moins payés pour
une entreprise donnée.

3.1. Expliquer pourquoi la courbe de f,_; définie sur [0, 1] peut étre considérée comme une
. courbe de Gini.

3.2, Calculer le coefficient de concentration de Gini G-

S’ 1
Gt o S=/fe_1(m)dx.
0

r2f

Conclure.

On rappelle que (é«Arctg az) %= 1—_}_](*1—2?- Ya € R* et on prendra —2 Arctgy/e—1-1=0/4.

ve—1
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DEUXIEME PROBLEME

1. On donne la matrice

2 1 -2
A= 1 0 @
el |

1.1. Calculer les valeurs propres de A.

1.2. Déterminer les vecteurs propres de A.
1.3. Diagonaliser la matrice A.

1.4. Calculer A™ pour tout n € IN*.

2. Déduire de 1 I’expression du terme général u, de la suite réelle (u,) solution de :
Un+3 = 2Uniz + Ungy — 2un, n € N et telle que ug = —1,u; = 0,uy = 0.

TROISIEME PROBLEME

Une entreprise expédie chaque jour & I’étranger et indépendamment les uns des autres un nombre
Z de colis. On suppose que Z suit une loi de Poisson de paramétre 10, et que la probabilité qu'un
colis expédié a 1'étranger soit détérioré est égale & 0,1.

X (respectivement Y) désigne la variable aléatoire égale un jour donné au nombre de colis détériorés
(resp. non détériorés) expédiés a ’étranger. On a donc X +V = Z.

L. Soit n € N, calculer pour tout k € N la probabilité conditionnelle de X = k sachant Z = n :
PlX=k| Z=n).

2. Donner la loi du couple (X, Z), et en déduire que X suit une loi de Poisson de paramétre 1.
(On rappelle que e* = :fo znir Ve € R)

3. On admettra dans ce qui suit que le méme raisonnement qu’au 2 montre que Y suit une loi
de Poisson de paramétre 9.
3.1. Si k et I sont deux entiers naturels, calculer la probabilité : P((X = &) n (Y =1)).

3.2. X et Y sont-elles indépendantes 7

IMPRIMERIE NATIONALE., — D'aprés documents (ournis.
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Durge : 4 heures

Les mrois prob!émes'som indépendanis

PREMIER PROBLEME

Une ume contient n boules panm lesqLellﬂs 4 sont rouﬂes, les autres €tant noires.

15 On tn'e successivement 2 boules de lurne sans remettre la premicre avant de tirer la seconde. Donner, en
fOncuon dc R la probab1hte Px de Ievenement E,:«la pr\.mere boule tirée est rouge, la seconde est
n01re ». y AR

- : 4(x- 4] : = :

; Montr-'*r_que]a foncuon fa= hx_lTx_ , ol ¥ € R, 2dmet dans I'intervalle [4,+ [ un maximum pour

ur xo ex que Fon datenmnera : -

3. Determmer r:, de telle sort‘. que Ia p:robablhte p,, ait sa valel.r ma.x]male '

'-b«:

1..%
Pour quelle(s) valeur(s) de n a-t-o1i P, > = 2

DEUXIEME PROBLEME

1. Ondonne la matrice:

e 0 0

3

1.1. Calculerles valeurs propres de A.
1.2. Déterminer les vecteurs propres de A.
1.3. Diagonaliser la matrice A.

14. Calculer A”pourtoutﬁ e N*.

Tournez la page S.V.P.
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2. L’évolution des populations x,, ¥,, Z, en fin de période n € N de trois pays X, Y, Z, est décrite par le

systéme (%) suivant :

e I
yoy= 0o+ 08y,
Zp+1 Olyn+4n

2.1. Décomposer en termes de mouvements Irugratmres et mouvements démographiques (naissances et
déces) I'évolution des diverses populations. On indiquera le taux de croissance démographique sur
chaque période des différents pays.

2.2. Exprimer x,, ¥,, z, enfonctionde n et x5, ¥, 2.

Etudier la convergence de ces suites.

TROISIEME PROBLEME

On considere une suite de dates équidistantes indicées par # & N*, et on s'intéresse au foncﬂormement

d’un appareil sujet & des pannes accidentelles. On suppose que ;

1L

(3]

a. Silappareil fonctionne 4 la date r, ilala probabilité a d'étre en panne aladate n + 1;
b. Silappareil esten panne aladate n,ilala probabmte bd'étre en état de marche i la date n+ 1

On appelle p, la probabilité que I’ appareﬂ soiten etat de marche a la date ke '
Montrerque p,.; = b + (1 ~a=- bp, Vn € N*

En déduire que:

sia+b8#0 ona p,,; = "é-(pl— b')(l-a—b)" Yn € N*
Etudier la convergence de lasuite (p,).

e b "_1- -_'- = . i i
Onsupposeicique a- b # 0 etque’p; = ——, et on se limite aux dates 1 et 2
! a i ;

variables aléatoires X, et X, ot : ol

1 sil'appareil est en état de marche a la date { . L
X = i ; . : avec i = 1,2.
0 sil'appareil est en panne a la date i ot
Calculer :
2.1. L’espérance mathématique et la variance de X; et X, .
2.2. Le coefficient de corrélation linéaire r entre X, et X,.
2.3. L’espérance mathématique et la variance du temps de fonctionnement :
T =X, + X, de I'appareil entre les dates O et 2.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur a et b, les variables aléatoires X et X, SOHT"GHCS
indépendantes en probabilité ?

TMPRIMERIE NATIONALE
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A. Ondonne la matrice P :

1 1 1
Pi= 1 1 1
1 1 1

et la matrice Q = % (I+P).
(I designe la matrice unité d’ordre 3).

1. Calculer P2et P2,

. Calculer, pour n entier naturel. la matrice P".

(]

5}

En déduire une expression simple de Q"

Y

. Calculer les valeurs propres de Q.

5]

Déterminer les vecteurs propres de Q.

Sic'est possible, diagonaliser Q.

e LD

Retrouver ainsi le résultat de la question A.3.

C. On définit des suites (¢, ), (v, ) et (w, ] parleurs premiers termes et les relations :
(Zu,+ v, t w,);

ty + 2 Vo + w‘:

=

(u, + v, + 2w,

1. Exprimer u«,, v, et w, enfonctionde n
2. Etudier la convergence de ces suites.

3. Examiner le cas ou u,,, vy, w,, ont la méme valeur non nulle.

Tournez la page S.V.P.
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D. Dans une bourse de valeurs, un titre donné peut monter, baisser ou rester stable. Dans un modele, on
considere que :

— siun jour n, le titre monte, le jour n+ 1, il montera avec une probabilité -]2—, restera stable avec une

probabilité % et baissera avec une probabilité% :

— siunjour n,le titre est stable, le jour »+ 1, il montera avec une probabilité
1
2

%{, restera stable avec une

probabilit€ = et baissera avec une probabilité l;

— siun jour g, le titre baisse, le jour n+ 1, il montera avec une probabilité —‘1{, restera stable avec une

probabilité % et baissera avec une probabilité %

1. Exprimer les probabilités de hausse, de stabilité et de baisse au jour n+ 1 en fonction de ces mémes
probabilités au jour .

2. Comment varient les limites de ces probabilités a long terme en fonction de ces mémes probabilités au

premier jour ?

E. Une série statistique prend, au mois n° p del'année n, la valeur:
sippny=1+p+ 4n

(p estun entier prenant les valeurs de 1 a 12, # est un entier prenant les valeurs de 0 a 5).
1. Déterminer les coefficients saisonniers.

2. En déduire ullie série désaisonnalisée.

3. Calculer la moyenne et I'écart-type de la série donnée.

4, On réexprime cette série en fonction du numéro de mois ¢ sur I'ensemble de la période (g est doncun
entier prenant les valeurs de 1 a 72). Effectuer un ajustement linéaire de cette série.

RAE N LTPONAL L

FMEREA
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Les questions 2.1., 2.2., 2.3., 3, 4 et 5 sont indépendantes

Deux biens indéfiniment divisibles sont disponibles sur un marché. On appelle « panier de biens » tout
couple (x, y) de nombres réels appartenant 4 'ensemble D suivant ;

D={xy, 2<x<10, 1<y<6, 2x+ 3y<26}.

x et y désignent respectivement les quantités de bien un et de bien deux qui peuvent étre physiquement
consommeés par un agent économique.

Sur ce marcheé les prix des deux biens sont chacun égaux a 1 unité monétaire.

On considere trois consommateurs ayant tous le méme revenu égal a 11 unités monétaires, mais possé-
dant des préférences sur les paniers de biens différentes.

Les paniers de biens accessibles budgétairement pour ces consommateurs appartiennent donc a
ensemble B={(x,y) € D, x+ y < 11}.

Question 1

Représenter graphiquement dans un systéme d'axes orthonormés I'ensemble B.

Question 2

2.1. Les préférences du consommateur 1 sur les paniers de biens sont définies de la fagon suivante :
(x, y) préféré ouindifférenta (x', y') sietseulementsi: (x 2 x') ou (x = x' et y = y').
On notera P (1) la relation binaire ainsi définie sur D.

2.1.1. La relation P (1) est-elle un préordre total sur D ? (on justifiera sa réponse soit en donnant une
démonstration si cela est vrai, soit en donnant un contre-exemple approprié pour la propriété qui
n'est pas vérifiée).

2.1.2. Déterminer, s'ils existent, le ou les éléments maximaux de B pour la relation P (1).

2.2. Les préférences du consommateur 2 sur les paniers de biens sont définies de la fagon suivante :
(x, y) prétéré ouindifférenta (X', y') sietseulementsi x 2 x' et yzy'
On notera P (2) la relation binaire ainsi définie sur D,

2.2.1. La relation P (2) est-elle un préordre total sur D ? (on justifiera sa réponse soit en donnant une
démonstration si cela est vrai, soit en donnant un contre-exemple approprié pour la propriété qui
n'est pas vérifiée).

2.2.2. Déterminer, §'ils existent, le ou les éléments maximaux de B pour la relation P (2).

[Ro]
(5]

. Les préférences du consommateur 3 sur les paniers de biens sont définies de la fagon suivante :
(x, y) préféré ou indifférent a (x', y') si et seulementsi (y — 4)e* = (y' — d)e".
On notera P (3) la relation binaire ainsi définie sur D et i I'application de D dans I'ensemble des réels,
définie par u(x, y) = (y — 4)e*. Lafonction u est appelée fonction d'utilité du consommateur 3.

2.3.1. La relation P (3) est-elle un préordre total sur D ? (on justifiera sa réponse soit en donnant une
démonstration si cela est vrai, soit en donnant un contre-exemple approprié pour la propriété qui
n'est pas vérifiée).

Tournez la page S.V.P.



Question 3

Soit m un nombre réel, dans tout ce qui suit on désigne par 1 (m) I'ensemble défini par:
I(m)={(x,y) ED/ulx,y)=m} ou ulx,y)={y—4)e".

3.1. Déterminer la fonction numérique f, telle que, pour m fixé on ait, pour tout élément (x, y) de

I(m), y=f.(x).

3.2. Etudier et représenter sur le graphique de la question 1 la fonction y = £, (x) pour les valeurs suivantes
dem: m=-2, m=0, m=2, ’
3.3. Déterminer m* pour que la courbe représentative de y = f,,. (x) soit tangerite 2 la droite T d'équation :

Bk 4 20
3 3
Représenter y = f, . (x) sur le graphique de la question 1.

y=

Question 4

4.1. Rechercher les extremums de la fonction u(x, y) = (y — 4) e* souslacontrainte, x + y = 11.
4.2. Rechercher les extremums de la fonction u(x, y) = (y — 4) e* souslacontrainte, 2x + 3y = 26.

4.3. Déduire de tout ce qui précé:dé la valeur d'un élément maximal de B pour P (3).

Question 5

On étudie les paniers de biens (x, y) choisis par une population de 1 000 individus.

Tous les paniers de biens qui ont €té observés sont constitués de quantités de bien un et de bien deux
enticres (x et y sontdes entiers naturels).

La distribution en fréquence de la variable statistique X des quantités de bien un choisies par ces
individus est la suivante :

X 2 3 4 3 6 7 8 9 10

Fréquence 0,18 0,18 0,18 0,15 0,12 0,08 0,06 (.02 0,03

On remarque également que quelle que soit la quantité de bien un observée :
a. Toutes les quantités y de bien deux accessibles budgétairement ont ét€ observées;

b. Les fréquences des modalités observées de la variable statistique Y, quantité de bien 2 choisie par un
individu pour constituer son panier de biens, sont égales.

5.1. Dresser le tableau d'effectifs (tableau de contingence en effectifs) des deux variables X et Y.

5.2, Doritier ies distributions conditionnelles en fréquence de Y, calculer les moyennes conditionnees et les
variances conditionnées qui leur sont associées.

5.3. Les deux caractéres étudiés sont-ils indépendants ?

5.4. Calculer le rapport de corrélationde Y en X.

RN
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N.B. — Les candidats sont priés de rédiger les parties A et B sur des feuilles distinctes.
1l est recommandé de LIRE soigneusement 'énoncé et de REDIGER clairerment la solution.

I sera accordé la plus grande importance d la justification des résultats et d la réduction de la cople.

On désigne par f Papplication de R dans B définie par:

0 si x<0
k 1
5 e Ml
flx) = SrEoR e e
0 si x P = ie=l)

‘ou k désigne un réel.

1. Etudier lapplication florsque k = ¢.

Tracer son graphe dans un repére orthonormé (on prendra 2,72 paur valeur approehée de e).

2. Déterminer la valeur de & pour laquelle Faire du domaine compris entre la courbe représentative de f, Paxe

; _ IS 1 e
des abscisses et les droites d'équation x = 0 ¢t x = ;{e — T) est gpale A I,

d

[

Ix

= el

a. Calculer } :
i 2aiE

1
b Soit M un élément de l'intervalle [U V5 (e — 1)] :
I
SSRAD 2
2l s e MY
Caleuler [ (M) = 2 MF
E -0

. ! ] _ :
¢. Etudier (M) sur lO; & e 1){; endéduire que I (M) posséde un minimurn sur cet intervalle,
- !
Calculer L valeur de M pour laquelle ce minimum est ateint, :

Tournez la page S.V.P,



4.

(e — l)} la fonction

(SRR

a. Etudier sur lintervalle {U :

y=In{2x+ 1).
: 1
Calculer la valeur de x pour laquelle y = —.
e i ; 1
b. Soit m unélément de lintervalle |0 5 te= 1]
I
= e Sl [
- 2=
Calculer  J(m) = J ’ i
a 2xk 1
S ' L Sl . o :
¢. Etudier J (i) surlo; ket L) |; en déduire que I (1) posséde un minimum sur cet intervalle,

Caleuler la valeur de sn pour luguelle ce minimum est aiteint,

“
)

5. Donner unc interprétation probabiliste des résultats obtenus dans les questions 2, 3 et 4.

On donne une série double (X, Y) pur les fréquences
e e N i
= e =k
ilgl
@ estun parametre strictement posiul, /7 et j prennent toutes les valeurs entiéres et & est un nombre réel.

1. Calculer &.

13

Calculer lu distnibutionde X +Y .

Tl

Culeuler la distribution conditionnelle de X liée par Y = 1,

Calculer la moyenne, la variance.
4. Ondonne unentier # . Caleuler la distribution conditionnelle de X liée par Y = 1.

5. Onsait désormuis que X =< 1 et Y s . Préciser la distribution conjointe de Xet'Y .

FAlbNAL T
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Duree : 4 heures

On considére la fonction f définie sur R par :
flx)=x -3+ 4
1. Ecrire le développement limité & 'ordre 3 au voisinage de 0 de glt)=(1 =3¢+ 47)'3,

2. Etudier le comportement a U'infini de f(x}, rechercher les asymptotes et préciser la position de la courbe par
rapport aux asymptotes.

3. Faire une étude détaillée de fau voisinage des points x = — 1, 0, 2, Rechercher la tangente et donner la
position de la courbe par rapport a la tangente.

4. Dresser le tableau des variations de f.

5. Tracer le graphe de f.
1I
Soit :

) 1
X = zxn'—l * I Zy-1

1 2 1
yn=zxn—-l+‘§yr:—l +4_Zn'-l

1 1
T Hs'_yn-] s+ 5 Lp-1

X

N

1. On pose V, = l:y’} , montrer qu'il existe entre V, et V,_; une relation de la forme V, = SV,_; ou § est

1.

une matrice a déterminer. En déduire V, en fonctionde Setde V. x
2. Résoudre et discuter en fonction du paramétre réel A, I'équation SV = AV, ou V = [y jl € R’
z

0
Pour quelles valeurs de A, existe-t-il au moins une solution différente de [0] ? donner précisément

0
I'ensemble des solutions correspondantes.

3. On considere les vecteurs :

£ = 2¢, + 3¢, + 2¢;
B, = € — ey ol (e;, e,, e ) est la base canonique de R?
g3 = 3¢ Ly —de

Montrer que (g, €, £4) est une base de R* .

Tournez la page S.V.P.



2 1 3
4, Onposc P = 3 0 1
bl

1 0 0
1
5. Onpose D = 0 el 0 | . Calculet PDP™' .
5
0 0 TE

6. En déduire la limite de V,, quand z tend vers I'infini. -

11

Montrer que si A et B sont des événements indépendants, alors leurs complémentaires A* et B¢ le sont
aussi.

Généraliser ce résultat pour trois événements indépendants.
-~ el : : : 1 1
Les probabilités que trois tireurs atteignent une cible sont respectivement B g

i. Quelle est la probabilité que I'un d’eux (et un seul) atteigne la cible ?

ii. Silun a atteint la cible, quelle est la probabilité quil s'agisse du premier ?

v

Optimiser f(x,y,2) = x* + y* + 2 = 3xy + x — 3z.
i. sans contrainte.
: ' 2
il. sous la contrainte x = 3 Vi
ifi. sous la contrainte x = 32z.

Les parties |, II, IIT et IV sont indépendantes.
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N.B. = Les candidats sont priés de rédiger les parties A et B sur des fewilles distinctes.
Il est recommandé de LIRE soigneusement [’énoncé et de REDIGER clairement la solution.

Il sera accordé Ia pius grande importance d la justification des résultats et d la rédaction de la copie.

A. MATHEMATIQUES

Les vecteurs considérés dans ce probléme appartiennent a R, et sont repérés dans une base B donnée.
g " tout vecteur & de cocrdonnées (a, b, ¢) on associe le vecteur ' de coordonnées :
a'=4a—8b+2c
b =b
¢'=—2a+5b
1. Quelles sont les images de chacun des vecteurs de la base B ?

2. Déterminer les vecteurs dont les images sont les vecteurs de B.

3. Soit 4 un nombre réel; on se propose de déterminer les vecteurs non nuls % tels que &' = A%, et parmi eux,
les vecteurs unitaires s'il en existe.

a. Résoudre la questionpour A =1,
b. Résoudre la question pour & = 0.

4. On suppose 4 # 1. Démontrer que la question précédente n'admet de solution que pour une valeur
particuliere de h, qu'on calculera ; on déterminera alors les solutions.

5. Soit A la matrice;

L T Y

|

00
S O o

etla matrice unité d’ordre 3. Calculer A* et le produit (A — 2I)? (A — I). En déduire A™".

Aucun instrument de calcul n'est nécessaire ni autorisé ®

Tournez la page S.V.P.



B. STATISTIQUES

On suppose le panier de la ménagere composé seulement de quatre produits A, B, C et D. On donne
ci-dessous sa composition et les indices des prix des produits qui le composent 4 deux époques ¢, et ¢,.

I8 £
Produit

Composition Indice des prix Composition Indice des prix
(en %) (base 100 a ¢,) (en %) (base 100 a ¢,)

A 10 400 5 420

B 20 120 25 130

C 50 100 55 110

D 20 100 15 200

1. Calculer, en pourcentage, les augmentations de prix unitaires de chacun des produits par rapport a 1, et les
augmentations de ces prix entre 1, et {;.

2. Calculer, en ¢, et 1,, les indices de valeur globale du panier de la ménagere.

I

On considére deux urnes U, et U, contenant des boules blanches en proportions respectives p, et p, et
des boules rouges en proportions respectives q, et g,,avecp, + g, = letp, + g, =1,

Pour le premier tirage, on tire au sort, avec équiprobabilité, 'umne ou on effectue ce tirage. Pour le n-ieme
tirage, on l'effectue dans l'urne 1 si le résultat du (n — 1)-iéme a été€ une boule blanche, dans l'urne 2 si ce
résultat a ét€ une boule rouge. A chaque tirage, on remet la boule tirée dans 'urne d'ot on I'a tirée.

L. Calculer la probabilité b, de tirer une boule blanche au premier tirage, b, au deuxiéme et b, au troisieme.

2. Sachant que la derniére boule tirée est blanche, quelle est la probabilité de I'avoir tirée de I'urne 1 au premier
tirage ? Au second ? Au troisieme ?

3. Calculer b, probabilité de tirer une boule blanche au k-iéme tirage, en fonction de b,_, et r,_, , probabilité,
au (k — 1)-i¢me trage, de tirer respectivement une boule blanche et une rouge. Calculer de méme 7, .

4. Calculer, si elle existe, la limite de b, quand le nombre de tirages augmente indéfiniment.
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DURrgE : 4 heures

Prévoir 2 feutlles de papier milliméiré par candidut.

Soit f la fonction définie par :

e
Sy
et
K

|

eziisi:c;éf)

~,

2
I
=

et (C) la courbe représentative de f.
Etudier la continuité et 1a dérivabilité de . $'il y a lieu, préciser la valeur de /' (0).
Etudier les variations de f.

Faire une étude précise en + o et — oo en précisant, dans chacun des cas, la position de (C) par rapport i
I’asymptote.

Tracer la courbe (C).

=

A
¢ 0 0

; i
ey =l - SR I={ 010
V3 1 00 1

Shorag Sl

Calculer A" pour tout entier n 2 2.

La matrice A est-elle inversible?

Pour tout réel x, on pose :
xﬂ
M: = +"-¥‘AA + ji"Aq.

Comparer les matrices M,,, et M, M, (x e R, y €R).

. En déduire les produits matriciels My M_, et M_, M, quand x € R. La matrice M, est-elle inversible ?

Si oui quelle est son inverse?

. Application : SoitB =1 + 4 A + B A®.

Montrer que B est inversible et déterminer B™* . Préciserles coefficients by 1 < & < 3, 1 €73 de

cette matrice B2,

I11.

Soient f et g les deux fonctions réelles de deux variables réelles définies par :

(® ) —Sflmy) =+ + 7
@y —gmy =x+2y

Tournez la page S. V. P.



1. Donner les domaines de définition de fet g.

Quelles sont les lignes de niveau de fet g?

2. Déterminer les extrema de la fonction f sous la coniruinte g (x, ¥) = 5.

It

Déterminer les extrema de la fonction g sous la contrainte f (%, ¥) = 5.
Dans chaque cas, donner U'interprétation géométrique et ia valeur de la fonction a Uextremum.

(Que peut-on remarquer?

IV. Le service des transports urbains d’une grande ville dispose d’une flotie de 1 000 autobus. On suppose que la
probabilité qu'un autobus tombe en panne un jour donné est 0,0024.

a. Sile service de maintenance est en mesure de réparer 6 autobus par jour, calculer la probabilité qu'un jour
donné ce service ne puisse faire face & toutes les pannes.

b. Calculerla probabilité que le service de maintenance ne soit pas capable de réparer toutes les pannes survenues
un jour donné, au moins 4 fois dans ’année. (On prendra une année de 365 jours.)

¢. Déterminer alors le niveau du service de maintenance (en nombre d’antobus réparés par jour) pour qu’il y ait
environ 99,9 9, de chances que tous les autobus en panne un jour donné soient réparés le jour méme.
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Durée : 4 heures

N.B. — Les candidats sont pris de rédiger les parties L ot B sur des feuilles distinctes.
[l st recommande de LIRE soigneusement U"snoncé et de REDIGER cluirement la solution.

[l sera accordé la plus grande importance & lu justification des résultats et & la réductivg de la copie.
¥ - iy Fi -,

A MATHEMATIQUES

17

On considére dans 1'espace vectoriel R? Pensemble E des vecteurs :

%, = (1, L Spoik s 2oty oliies, =iy ey a G B a)
1o Former tous les svstémes libres inclus dans E.
2o Former tous les systemes générateurs incius dans E,

3° On donne un nombre réel m. A tout vecteur ¢ de R, on associe le vecteur :
V= e, bk, U %)
dont les coordonnées sont les produits scalaires de v par les vecteurs x,, %, et x = (1, — L, m).

Démontrer qu'on définit ainsi une opération linéaire et préciser la matrice correspondante.
40 A quelle condition sur m cette matrice est-elle inversible?

3¢ On pose m = 1.

Déterminer v en sorte que v' = (3, 6, 6),

6* Méme question pour m = — L3

Tournez la page 5.V.P.
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B. STATISTIQUES

Les parties [ et [ sont indépendantes.

[. On considére le tableau suivant donnant I'sffet d’un engrais sur 100 plantes en fonction da la dose admi-
nistré= N et e fa taille Y de la plante une année aprés le traitement :

T Dose administrée ! =

et : : ; i

; 10 I S TS

| i |

\ : ‘ i :

Taills en métres SR | ; | ! |

el : , : ;
LSl s i s St ! | Ey il sty
I L A (B e A f -0
2 R e R L e j ‘ Lo | e ]| ! 20
el ol N e ; 10 ) S T
20 20 ) 2 - 1 ciog

Déeerminer Wi clasze modale des taiiles.

2 Calealer o médiarne des tailles.

»? Cafeuler la taille movenne et son éeart-tvpe.

) Calenler les movenues conditionnelles des tailles suivant les doses.

37 Calcuter le coetheient de corrélation linéaire entre X et Y.

7° Interprétez le résultat précédent. Quel ajustement serait adapté aux données de cet exemple ?

I[. Soit une variable aléatoire X discréte, définie, pour tout x entier, par :
eetRey
HEER L e
PX=x5=-~- silgxgu
T
PX=x=0 six > uv

ol u et v sont deux nombres entiers donnés strictement positifs.

19 Quelle(s) condition(s) deivent vérifier u et v pour que la suite P (3{ = x) définisse la loi de probabilité de la
va. X?

2% Déterminer la fonetion de répartition de la v.a. X.
30 Caleuler I2spérance mathématique de la v.a. X,

40 Soient X, et X, deux v.a. indépendantes, de méme loi que X, déterminer 1a loi de la v.a. ¥ = Max (X, X;).
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DUREE : 4 heures

N.B. — Les candidais sont priés de rédiger les parties A et B sur des feuilles distinctes.

Il est recommandé de LIRE soigneusement I'énoncé et de REDIGER clairement la solution.
I1 sera accordé la plus grande importance & la justification des résultats et & la rédaction de la copie.

Prévoir quatre feuilles de papter millimétré par candidat.

A. MATHEMATIQUES

On définit une suite (x,) en posant, pour n 2 1 :

e

=
=l

Calculer ses guatre premiers termes,
20 Déterminer le nombre de chiffres de u,,, de u,,.

30 Déterminer le plus petit entier n tel que u, s'écrive avec au moins 20 chiffres.

: 1 n

40 FEtudier les séries de terme général — et — -
u u

n n

1T

On donne la relation :

i = gt

1e Etudier le signe de y selon les valeurs de x.

29 Dans un plan muni d’un repére cartésien, représenter ’ensemble des couples (%, ¥) qui vérifient cette
relation.

111

Etudier les variations de la fonction numérique définie sur R7 par :

flo) = &°
On précisera notamment :
a. la dérivée;
b. le sens de variation;

¢. les branches infinies.

Nota. — On pourra, si on le souhaite, utiliser les valeurs approchées de log 2 : 0,30103 et de log 3 : 0,47712.
Tournez la page S. V. P.



B. STATISTIQUES

Les parties I et II sont indépendantes.

[ Soit la distribution statistique double suivante :

\.\\\ 17
S 1 2 3 4
\._\\-‘
500 Hia e Sy
|
200-300 2 13 15
300-500 | 7 20 3
| !
500-900 | , 12 13
, .

¢ Tracer les courbes des fonctions de répartition marginule et conditionnelles de X.

20 Calculer les moyennes marginale et conditionnelles de X.

Quelle est la relation qui les lie ?

3e Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

Déterminer la droite d’sjustement des moindres carrés de Y en X.

: il 4 ; : :
II. Une urne contient z de boules blanches et H de boules noires. On tire au hasard successivement et avec

remise une série de boules.
1° Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire R, « rang du tirage de la 17¢ boule blanche » ?
20 Calculer Iespérance mathématique et la variance de la variable aléatoire R, .

3° On tire, suivant le méme procédé, un échantillon de taille n.

Déterminer la loi de probabilités de la variable aléatoire N « nombre de boules blanches tirées ».

40 Sachant que les & premiéres boules tirées sont noires, quelle est la loi de probabilité du rung T de tirage
de la premiére boule bianche ?

5° Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire R, « rang du tirage de la deuxiéme boule blanche ».

~
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Durée : 4 heures

N.B. — Les candidais sont priés de rédiger les parties A et B sur des feuilles distincies.
Il est recommandé de LIRE soigneusement Uénoncé et de REDIGER clairement la solution.

Il sera accordé la plus grande importance & la justification des résultats et & la rédaction de la copie.

A. MATHEMATIQUES

Déterminer le rang de la matrice

M

Il

11
On note N la transposée de la matrice M :
JES R )
15 i)
el 0,
N =
(o)) - 4 1S ERR
(G rm Al e
(5 R e =

Caleuler, si c’est possible, les produits de matrices :

MM MN NM NN
Déterminer les rangs des matrices M N et N M.

Tournez la page 5. V.P.
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111

On donne des réels a, b, ¢, d. Résoudre et discuter le systéme d’équation= :

[ty =ab
'\x+;:a(_;
f.x-s-i:aﬂf
P ¥+ 3 = be
‘}"Trﬁ:bd
}-:;+£:cd

B. STATISTIQUES

Les parties I et I sont indépendantes.

Dans une entreprise, on a mesuré la taille T des 120 ouvriers :

T < 165 7
165 £ T < 170 20
170 < TU< 75 28
175 = T = 280 26
180 £ T < 185 18
185 € T < 190 10
190 =< T" < 195 7
19 < T 4

1o Calculer la moyenne et 'écart type de la série statistique des tailles.
20 Déterminer la médiane et U'intervalle interquartile.

3° Quelle est la classe modale ? Peut-on déterminer le mode de cette série ?

II

Dans un atelier, se trouvent deux machines &b et (3 qui doivent fonctionner simultanément pour fabriquer
une pigce. Chaque machine a une méme probabilité p de se dérégler en fabriquant cette pigce qui est alors défectueuse,
Les déréglements des machines sont indépendants en probabilité.

10 Calculer la probabilité qu'une piéce soit défectueuse.

20 Calculer les probabilités qu’il v ait 0, 1 ou 2 machines déréglées.



Bl e

3° On sait que la pites fabriquée est défectueuse. Quelle est 1a probabilité pour que ce seit dit & une et une
seule machine ? Aux deux machines ?

40 Soit M I'événement « Ia pitee fabriquée est défectueuse », A (resp. B) I'événement «la machine b (resp. (3)
est déréglée », caleuler P (A/M ) ev P (B/M ), probabilités conditionnelles de A et de B sachant M.

5¢ Un testeur permet de déterminer avant la fabrication d'une piéce si une machine est déréglée ou non.
Matheurcusement, ce testaur se trompe avec une probabilité 0,1 (Ia probabilité que le testeur détecte un déréglement
alors que la machine est bien régléc est égale a la probabilité que le testeur conclue & un bon réglage alors que la
machine est déréglée et est épale 3 0, 1).

Quelle est alors la probabilité qu’une machine soit réellement déréglée alors que le testeur P'indique ?
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Durgzr : 4 heures

- N.B. — Les candidats sont priés de rédiger les parties A et B sur des feuilles distinctes. _
11 est recommandé de LIRE soigneusement I'énoncé et de REDIGER clairement la solution.
1l sera accordé la plus grande importance & la justification des résultats et & la rédaction de lacopie.

Prévoir 2 feuilles de papier millimétré par candidat.

A. MATHEMATIQUES

On considérs 1a fonction ¢ définie sur R
ez k. e—l‘
Xt ) = ———
@ = Ty

19 Etudier cette fonction et en tracer une représentation graphique.

22 Soit x et ¥ des nombres réels. Démontrer 1a relation

tz) + t(y)

et = s o)

i)

On se propose d’étudier les fonctions numériques f définies sur R et vérifiant les conditions suivantes :
a. Quel que soit le nombre réel x,
FCIEY!
b. Quels que soient les nombres réels «x et y,
P
1+ /() f0)
19 Déterminer f (0) .
2° On suppose f continue en 0; démontrer que f est continue sur R,
3° On suppose DEsormAls fdérivable en 0; démontrer que f est dérivable sur R.
40 Démontrer que f est monotone.
5° Démontrer que f est impaire.
6¢ Soit g 12 fonction définie sur R par :
1 + f(x)
Bl =5 2 )
Démontrer que, quel que soit le nombre réel A, le rapport —‘c’r—%ﬁ est ind'épendant de x.
En déduire g, puis /. s

Tournez 1a page S.V.P.
pag



B. STATISTIQUE

Une firme fabrique un méme moteur dans deux usines A et B. Pendant une période donnée, la premiére A
a fabriqué 1 000 moteurs avec un pourcentage de défectueux de 5 %, la seconde B, 2 000 avec un pourcentage de
défectueux de 8 %.

Soit un moteur, choisi « au hasard » (c’est-a-dire avec équiprobabilité) parmi les 3000 fabriqués, qui est
défectueux, quelle est la probabilité pour qu’il ait été fabriqué par l'usine A ?

T v s o 5 E x el iR 40 e et L TR STt NP S

I

Pour ouvrir une porte, on dispose d’un trousseau de clefs, contenant, parmi les r qui le composent, celle qui
ouvre ladite porte, mais on ignore quelle est cette bonne clef.

On peut adopter 'une des deux stratégies suivantes :

"¢ stratégie : & chaque étape, on tire une clef « au hasard » (c’est-d-dire avec équiprobabilité) et, en
cas d’échee, on la replace dans le trousseau;

2¢ stratégie : & chaque étape, on tire une clef « au hasard » (c’est-d-dire avec équiprobabilité) parmi
celles qui restent, et en cas d’échec, on la met de coté.

Soient N, et N,, les variables aléatoires « nombre d’essais nécessaires dans la stratégie i» (3 = 1,2) .
10 Déterminer les lois de probabilités de N, et de N, .
20 Caleuler E(N) et E (N,).

30 Quelle stratégie vous semble préférable ?

| I

Un avion peut transporter 50 passagers et leurs bagages. Il pése 4 vide (équipage et carburant compris)
125 tonnes.

Lors d’un voyage, les places sont toutes réservées et on admet que le poids de chaque voyageur est une
variable aléatoire d’espérance 70 kg et d’écart-type 10 kg, tandis que celui de leur bagage est une variable aléatoire
d’espérance 20 kg ot de méme écart-type 10 kg, ces variables aléatoires étant indépendantes entre elles.

10 Caleuler I'espérance et 1'écart-type du poids total de V’avion avant le décollage.

20 Sachant que cet avion ne peut décoller si son poids total dépasse 130 tonnes, donner un majorant de la
probabilité pour que le décollage ait lieu (on utilisera I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev).
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Durte : 4 heures

N.B. — Les candidats sont priés de rédiger les partieé A et B sur des feuilles distinctes.
11 est recommandé de LIRE soigneusement [’énoncé et de REDIGER clairement la solution.
11 serz accordé la plus grande importance & la justification des résultats et & la rédaction de la copie.

Prévoir 2 feuilles de papier millimétré par candidat.
A. MATHEMATIQUES

On apnelle b, 1 maxinm des éléments de la #m¢ ligne dune matrice M, et B le minimum des nombres b,
i ! E: 1 i

On appelle a; le minimum des &éments de la j*~ colonne de la matrice M, et A le maximum des nombres a;.

Comparer A ct B.

11

a

Soit £1a fonction numérique de deux variables réelles définies pour

0<zgt Dgy<t

par la formule

flayy==01-x)+y
1. Tracer les lignes de niveau correspondant aux valeurs 1 et 0 de la fonction f.
2. Déterminer le maximum et le minimum de f.

3. On donne & y une valeur déterminée v,.
Déterminer le minimum et le maximum de /.

O notera m (v,) ce minimum ¢t M {v} ce maximum,

4. Quel est, lorsque y, varie, le maximum de m (y,) ? le minimum de M (y,) ?

Tournez la page SV P




5. On donne & x une valeur déterminée x,.

Déterminer le minimum et le maximum de f.

On note p (x,) ce minimum et P (%) ce maximum.

6. Quel est, lorsque x, varie, le maximum de p (x,} ? le minimum de P (x,) 7

B. STATISTIQUES

Dans une gare routiére, on a relevé le nombre d’autobus arrivant au cours des guarts d'heure successifs :

Nombre d’autobus arrivant dans une période | !

[ i
d'un quart dheure................ S| 3 4 | 5 ] 7 i} 9 10 11 12
\ ; ! : i
: I i ‘ [ | i :
Nombre de quarts d’heure ol cet événement | | ‘ | | [ ¥
ST TR e SRR 5 | 6 | po1t o 10§ L B . 6 | 4
| | ! | i

1° Représenter graphiquement cette série statistique.

2° Déterminer le mode, la médiane et la moyenne de cette série.

II

On suppose que le nombre d'autobus arrivant dans cette gare au cours d'un quart d’heure est une variable
aléatoire dont la loi de probabilité est une loi de Poisson de paramétre p. donné. On admet que le nombre d'autobus
arrivant un quart d’heure donné est indépendant du nombre des autobus arrivés les quarts d’heures précédents,

Chaque autobus contient k passagers, &k = 0,1, 2, ...

-

On donne les probabilités p, yu'un autobus contienne & passagers, i 1l

k=n

12 Préciser la probabilité pour que e nombre d'antobus arrivant 4 la gare un quart 4 henre donné <oit égal 4 n.

2° Trouver la probabilité que, pendant un quart d’heure ot le nombre d'autobus qui est arrive i la gare est n,
e nombre de ceux d’entre eux qui contiennent k passagers soit égal a ¢.

3° Caleuler 1a probabilité que, pendant un quart d’heure donné, le nombre "autobus arrivant i la gare zoit
égal @ n et que ¢ d'entre eux contiennent k passagers.

4° Calculer la probalbilité que le nombre d'autobus contenant i passagers arrivant pendant un quart d'heure
donneé soit égal 4 ¢.

5° Déterminer la probahilité que, pendant un quart d’heure ot le nombre des autobus contenant & passagers
est égal & £, e nombre total de< antobus arrivant a la gare soit égal a n.

m
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Dunte ¢ 4 heures

N.B. -— Les candidars sant priés de rédiger lss parties A et B ser des feuilles distincles. i
i ost recemmundé de LIRE soigneusement Pinancé et Ge REDIGER élairemen: li solutiva.

1 sera accordé la plus grande importance & la justifisation des résultats et & la riductaon i b copee,

A. MATHEMATIQUES

Toutes los suiles considérdes davs ce prubidme sont des spplications de f* dans R; autrenent dit, le promier
£:001 P : . $1C Lk
terme de la suite (1) eot notd u, et le " el noté u, . L'espace vectoriel des suites ainsi délinies cst noté E.

A toute suite (u,) on assccie la suite (1',) délinie par ¢ ey

id, + U+ ...+ 0 £y
Ynel* . W, = L

1.1. Caleuler (u',) lersque.:

a. by == 4
b un, = n;
et (=N ;
1.2. L'application qui & une suite (u,) associe (u',) estelle une bijection sur 1 ? Est-clle une apjdication
Jindaire de E dans B ?

IL1. Gue peut-on conchure sur {it',) si 'on sait que (2,) est croissante 7 Si I'on sait que (1) est décroissante ¥

H

Si-Ton sait gue () est constante ?
2. Que peut-on conclure suz £+ si I'on sait que (4',) est croissante ? Si Pon sait que (u',] est décroizsante ?

Si 'on sait que (z',) est constante 7

171.1. On suppose que (u,) cat convergenle et de limite 0. Montrer qu’ﬂ en est de méme de ('),

2. Que peut-cn dire de (u',) si I'on suppose que (1) est convergente et de linire « ?

3. Qe peut-on dire de (1) #i I'on suppase que (u',) est couvergente et de limite x ?
Tournez lu page 3.V.D.
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DurZe : 4 heures

N.B. — Les candidats sont priés de rédi.ger les parties A et B sur des feuilles distinctes.
E eusemnent Uénoncé et de REDIGER clairement la solution.

1l sera accordé la plus grande importance & la jzasﬁ;ﬁcata.on. des résultats et & la rédaction de Iz copie.
i

1l est recomman

A, MATHEMATIQUES Dy

1. Une entreprise fabrique deux produits A et B & partir de deux facteurs de production U~
%
La fabrication d’une unité de produit A consomme : ‘%
4 unités de U et 6 unités de V.

La fabrication d’une unité de produit B consomme !
6 unités de U et 3 unités de V.

1.1. On dmpose d'un stock S, de 16 unités de facteur U
et de 12 unités de facteur V.
‘terminer ce

Existe-tdl un programme de production de produits A et B «qui épuise exactement le stock? Dé

programme.

4.2, Reprendre ia question préeédente (1.1.) mais avec un stock :
S, = { 14 unités de U =t 3 unités de V }

1.3, Soit S -—L _] ock de facteurs disponibles. Exprimer en langage al.,éébrimle la condition que doit

remplir S pour gu’il existe un programme de fabrication de A et de B qui épuise exactement le stock.

2. L’entreprise fabrique également un troisidme produit C. La fabrication d’une unité C consomme
4 unités de U et { unité de V.

On dispose d’un stock S, de facteurs de production composé de :
30 unités de U et de 10 unitds de V.

2.1, Quels sont les programmes [x; y; 2] (respectivement quantités de biens A; B; € preduits) qui cousomment

exactement le stock disponibie?

On observers que les équations ne déterminent pas
de z puis déterminer Vintervalle de variation possible de

v, i et 2. On pourra par exemple exprimer « et y en fonction

2.2, La fabrication d’ane unité de bien A ; procure un hénéhice de 3 F
cm;ﬁ d’une unité de bien B pro{.ur-‘ un bénéfice da 4 T

Déterminer le progromme (x, ¥, 3) de fabrication qui épuise exactement le stock S, et procure {e bénéfice

maxbmun.
Tournes fa page 5. V. P



Soit e prix de vente d'un article relev¢ dans dix magasins 3 deux époques 1, et ¢,

3

Magasing .5 it s s s v = Bl bl R e IS o S M TR
Epoiiae s S 93 21 96 92 93 £8 95 94 95 97
Bpogued S im N 252028 20 23 99 2% 23 27 27

10 Caleuler la moyenne et Pécart type de ces deux séries statistiques.

20 D'apres des enquéles, les services fiscaux attribuent, pour chaque année, un coefficient a chague point
de vente; ce coefficient est censé &tre proportionnel au nombre d’articles vendus dans le magasin et sera considéré
comme tel dans la suite :

Magasins. .. .... e e L ASTE2SRan L ST G R g e )

CoelIGIent 3 i co o vun il i e s T LR R L R e e )

COEHCIent 8ih s seie o wies e b 63RO R R s B L S S
o

Que proposez-vous alors comme prix moyen de Particle aux époques ¢, et £,? Soient m, et m, ces prix moyens.

3° Caleuler les indices de Laspeyres et de Paasche du prix de cet article, base 100 & .

Quel est Vindice le plus élevé? Ce résultat était-il prévisible?

s

Soit N une variable aiéémire normale ecentrée réduite. .

19 Calculer P(|N|<2,P(-05<Ncx Ii), P(-05 < N < 1) et P(0,784 <« N < 1,214,
20 Déterminer a tel que P(— a < N < a) = 0,5.

3° Soit la variable aléatoire U définie par :

—1 si N< -1

Exprimer, a I'aide de la fonction de répartition de la variable N, 1a fonetion de répartition de la variable U,
Déterminer 'espérance mathématique de la variable aléaioire TU.

La variance de U est-elle supérieure ou inférieure A P'unité (variance de N)?

40 Soit 1a variable aléatoire C = N

Caleuler P(C <¢) en fonction de P(N <c), oti ¢ est un nombre donné.

Déterminer la densité de probabi-ijt—év de la variable C.

Caleuler Yespérance mathématique de la variable C.

5¢ On suppose que la distribution des prix & Pépoque ¢; (i = 1,2) suit une loi normale de moyenns m; i = 1,2)
et d’éeart type o, avec o, = 2,05 et g, = 2,43, £

Quelle est 1a probabilité que e prix d’un article dépasse la valeur 25 F & époque £,7 & Pépoque £,7

6° A votre avis, le prix de P'article peut-l étre considéré comme constant entre ¢, et ¢,7 Justificz votre réponse,



Durte : 4 heures

N.B. — Les candidats sont priés de rédiger les parties A et B sur des feuilles
distinctes.

I1 est recommandé de LIRE soigneusement 'énoncé et de REDIGER clai-
rement la soluiion.

Il sera accordé la plus grande importance & la justification des résultats
et & la rédaction de la copie.

Les candidats utiliseront du papier millimétré (2 feuilles).

A. MATHEMATIQUES

On considére la fonction :
e R x> f(x) = e % (22 — z%)
1. 1. Caleuler 1a dérivée de f(x).

1. 2. Etudier la variation de cette fonction, en tracer le graphe.

IT
Primitive de f(x)

II. 1. Trouver une fonction primitive de f(x).
(On pourra par exemple former la dérivée de la fonction :

x> F (x) = e % (a -+ bx + cx?) et utiliser ce résultat.)

Tournez la page S.V.P.




2
1. 2. Calealer w\, fl=) dx
U]

1. 3. On désigne par h(x) 1a 1

@wmazm de la fonction f sur Pintervalle [0; ]
avec x > 0. ]

On a done

»@« m hewa?_v du.

X,

o

Pour quelle valeur x, > O cette nioyenne atteint-elle son maximum?

Calculer le maximum & {x,}, ﬁmg‘vﬁamﬁ i f (%)

2

w0 I
D’une manitre plus générale ggit & — f(x) une fonction définie et continue
sur z = 0. On s’intéresse 4 Yensermble des moyennes h(x) sur les intervalles
[0; %] avee x > 0. Enfin on suppose dis A (x,) est un opiimum de ki (x) (maximum

ou minimum). Quelle relation simple existe-t-il entre & {x,) et fx,).

B STATISTIQUE

i

Dans une station de métro, un distributenr automatique permet d’obienir un
ou deux tickets. Le nombre de vdyageurs utilisant le distributeur en une minute
est une variable aléatoire K dont 14 {6f de probabilité est Ia suivante :

20 Soit N, la variable aléatoire « nombre de voyageurs utilisant le distributeur
en ¢ mimates n ¢

Njw= % K eeh

ot K, désigne le nombre (aléatoire) de voyageurs utilisant Pappareil pendant la
minute i; les variables aléatoires K étant indépendantes en probabilité et de méme
foi que K.

a. Déterminer 1a loi de probabilité de N, ;

b. Quelles sont les valeurs possibles pour N; ?
e. Caleuler P(N, = 0);

d. Caleuler E (N,) et V(IN,);

e Ttablir une borne inférieure de la probabilité
Ab_wu < N, < 2t} grice i V'inégalité de Bienaymé-Tchebic

Pévénement

3° On doune la loi de prohabilité du nombre de billets achetéds par chaque
voyageur :

Nombre de hillets.. . ......

Probabilité correspondante. .

Soit B Ie nombre total de billets achetés en une minute;
a. Déterminer la loi de probabilité conditionnelle de B sachant K.

b. En déduire 1a 1oi de probabilité de B et calculer son espérance mathématigue.

It

On a observé, pendant une période de 15 minutes, les valeurs des variables

K (i=1,...,15)

fevveerenen-a| 11218304 (5[6 17|89 1011421314145

ek o vorianave PR ) s R ek e T s I e 0 2l -V ER R ) [ 9 158 [0 S0 i
|

1° Calculer Ja moyenne arithmétique des nombres k,.

2¢ Ce nombre est-il une estimation de I'espérance mathématique de K? est-elle
sans biais? convergente?
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