C08-Quiz



Exercice 1. & Donner la définition de la fonction de répartition
d’une variable aléatoire réelle.



Exercice 2. & Quelle est la définition d’une densité de probabilité ?



Exercice 3. 4 Si X est de densité f, quelle est la stratégie pour
déterminer la densité de Y = p(X)?



Exercice 4. J Quelles sont les conditions nécessaires sur une
fonction F pour qu’elle soit une fonction de répartition d’une
variable aléatoire ?



Exercice 5. & Donner la définition de lespérance (et du moment
d’ordre r) d’une variable aléatoire.



Exercice 6. & Donner la définition de la variance d’une variable
aléatoire.



Exercice 7. J Rappeler I'Ingelité de Markov.



Exercice 8. J Rappeler 'Ingélité de Bienaymé-Tchebychev.



Exercice 9. ) Quelle est la définition de la convergence en
probabilité d’une suite de variables aléatoires?
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Exercice 10. J Rappeler la loi faible des grands nombres.
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Exercice 11. J Rappeler la densité, 'espérance et la variance de la
loi uniforme sur |[a, b].
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Exercice 12. J Rappeler la densité, 'espérance et la variance de la
loi exponentielle de paramétre A.
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Exercice 13. J Rappeler la densité, 'espérance et la variance de la
loi normale de paramétres 0 et 1.
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Exercice 14. J Enoncer le théoréme central limite.
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Exercice 15. d Tracer sur un papier le diagramme des
approximations du cours.
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Exercice 16. d En quoi consiste le probléme de correction de
continuité ?
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Réponses

Exercice 1 : Si X est une variable aléatoire, on appelle fonction
de répartition la fonction F' définie par

Fla) =p(X < a)

Exercice 2 : Une fonction f est une densité de probabilité
@ [ est continue sur R, sauf peut-étre en un nombre fini de points,
Q@ f(z) > 0 pour tout = € R,

+oo
o).
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Exercice 3 : On écrit Fy(x) = P(Y <z) = P(¢(X) < z) que 'on

simplifie car on connait fx. Ensuite, il suffit de dériver Fy pour

trouver la densité de Y.

Exercice 4 : Il suffit que F' soit continue, croissante, dérivable (sauf

en un ombre fini de réels) et que lim F(z) =0et lim F(z)=1.
T—>—00 T—+00

+oo +oo
Exercice 5 : Si / tf(t)dt converge, alors E(X) :/ tf(t)dt.

—0o0 —0o0

+o0
Si / t" f(t)dt converge, alors le moment d’ordre r est

o
E(X") = " f(t)dt.

/;OO +o00
Exercice 6 : Si E(X) existe et si / (t — B(X))? f(t)dt existe,
alors V(X) = / = (t — BE(X))? f(t)dt.
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Exercice 7 : Inégalité de Markoff. Soit Z une v.a.r. définie sur
un espace probabilisé (2,7, p). On suppose que Z est positive ou
nulle. On a :

E(Z)

Va>0 p(Z>a)< p

Exercice 8 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev Soit X une
variable aléatoire d’espérance p et de variance finie o2. On a :

[\

o
Ve>0 p(X —pl=ze) <

Exercice 9 : On dit que la suite de variables aléatoires (X,)

converge en probabilité vers la constante a si, pour tout € > 0 et

pour tout n > 0, il existe ng tel que :

n>ng = p(\Xn—a]>6)<77.‘
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Exercice 10 : Loi faible des grands nombres Soit (X,,) une
suite de variables aléatoires réelles de méme loi et indépendantes

ayant une espérance g et une variance finie 02. On a en posant
7 _ Xi1+Xo+---+ X,
=

n

et pour tout € >0

lim p(|Z, —pl) > ) =0

n—-+o00

Exercice 11 : On dit que la v.a.r. X suit une loi uniforme sur
[a, b], notée U([a, b]), si

flz) = {b—la six € [a, b

0 sinon.
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De plus, la fonction de répartition vaut

0 sixz<a
F(z) = ”g_a si € fa,b] .
I sizx>b
Bt ona B(X) = 70 yix) = (b—a)’

Exercice 12 : On dit que la v.a.r. X suit une loi exponentielle
de parametre A, notée E(N), si

f(x):{)\G_Ax SIJ,‘ZO

0 sinon.

1 1
Exercice 13 : On dit que la v.a.r. X suit une loi normale

centrée réduite, notée N(0,1), si

72

1 —
f(z) = e 2 pour tout x € R.

V2r
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Et on a bien sir, B(X) = pet V(X) = o2
Exercice 14 : Soit (X,,) une suite de variables aléatoires réelles de

méme loi et indépendantes d’espérance p et d’écart type o. Soit
X+ Xot---+ X
Zy =21 REELE T " On a alors clairement E(Z,) = u et
n
2
7
V(Z,) = 7 Sion pose de plus T;, = —— a
n

v

, la variable centrée

réduite associée & Z,,, alors

lim Frp, (x) = ®(z)

n—-+o0o

Exercice 15 :
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H(N,n, p)

P(N)
N> 10n
e np > 15
A>15 B(n, p) p=
p<0,1 =g np > 15
np < 15 (I —p) >5
N N) P(np) N(np, npq)

Exercice 16 : En utilisant une loi continue X, pour approcher une
loi discréte Y, on crée une distortion. La ou P(X = k) = 0, on avait
P(Y = k) qui pouvait étre non nul. Aussi, il est préférable de faire

correspondre dans les calculs P(Y = k) avec P(k— 3 < X <k+1).

—DOD—
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