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Lecon 12
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Résumé

Ce chapitre est entiérement dévolu a la simplification des matrices. On explique comment les change-
ments de bases permettent d’obtenir des matrices plus faciles & manipuler. Ce but nécessite 'introduction
des valeurs propres et vecteurs propres. La fin du chapitre traite des conséquences de la diagonalisation
des matrices.
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I Matrices de passage - Changement de base

I.1 Matrices de passage

Le probléme traité ici est celui du changement de base : Imaginons que l’on a un endomorphisme ¢ sur un
espace vectoriel E de dimension n. On utilise une base B = (ey, ..., e,) (dite ancienne base) pour exprimer
la matrice de ¢ dans cette base.

Si I’on se donne une nouvelle base B’ = (¢],...,¢e},), quelle est la matrice de ¢ associée & cette base en
fonction de la précédente ?

Pour résoudre ce probléme, on fait appel 4 la matrice de passage de B a B’ que I'on note Pgp: ou plus
simplement P quand il n’y a pas d’ambiguité. Cette matrice est obtenue en exprimant les vecteurs e} en
colonne dans la base 5.

n
Si on note e; = 3 aj;e; pour tout 1 <i <n, on a
j=1
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el € el
a1 a1z ... Qin é1
Pppr =
an1  Ap2 e Ann en
Si X = Ya1,...,an) est le vecteur colonne représentant le vecteur u dans la base B et si X' =
Had,...,al) est le vecteur colonne représentant le méme vecteur u dans la base B’, alors on a

~

En effet, si I'on exécute le produit matriciel du terme de droite, on obtient un vecteur colonne dont les
n

coordonnées sont (Y aj;});, ce qui correspond bien & X car on a, en termes de sommes de vecteurs sur les

=1
bases :
n n
uw= ) oje; et comme €, = > aj;ej, on a bien
i=1 j=1
n n n n ,
/
w=3 | af Y aze; | = 3 | D aual | e
i=1 j=1 =1\
—_——
Qj
ce qui correspond bien aux coordonnées de u dans la base (eq, ..., e,).

ATTENTION! La matrice de passage Pgp: de B & B’ permet de transformer un vecteur exprimé dans la
base B’ en un vecteur exprimé dans la base B. C’est le contraire de la logique littérale, mais il y a une bonne
raison & cela que nous verrons plus tard.

Il faut donc retenir que cela fonctionne a ’envers du sens littéral :

(¢)) 25 (ey).

Ezemple: Prenons B = (eq, ea,e3) la base canonique de R3 et B’ = (€], e}, €4) une nouvelle base telle
que

/

e] =exte3
!

ey =e1tez
I

e3 = €1+ €

On a alors la matrice de passage de B a4 B’ qui vaut
0 1 1
Pes = (1 0 1
1 1 0
Si I'on prend le vecteur v = ¥2,1,0) dans la nouvelle base B’, ce que 'on notait X’ plus haut. En
effectuant le calcul, on trouve :
0 1 1 2 1
110 0 3

Si I’on choisit maintenant un vecteur v = e, = {0, 1,0), va-t-on retrouver ’expression donnée au départ
de I'exemple 7
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0 1 1 0 1
1 0 1 11 =10] =e1+e3
1 1 0 0 1

Ca marche!

Mais il faut admettre que cela ne sert pas & grand chose car il serait plus intéressant d’obtenir les
coordonnées de notre vecteur dans la nouvelle base & partir de ses coordonnées dans ’ancienne base !

En fait, ce n’est pas si difficile. Une premiére remarque est que la matrice Pgps est inversible : En effet,
il s’agit de la matrice associée & 'isomorphisme ¢ qui envoie la base B sur la base B’. Autrement dit,
©(e;) = e} pour tout 1 < i < n. Et comme (ef,...,e)) = (p(e1),...,p(en)) est une base, le sous-espace
vectoriel engendré (qui est 'espace image de @) est bien de dimension n et ¢ est un isomorphisme car surjectif
entre deux espaces de méme dimension.

Inversons la matrice Pgg/. On trouve

1
—1
Pag=5(1 -1 1|=Pss

Voyons sur un petit calcul pour nous rassurer qu’il s’agit bien de la matrice de changement de base de
B’ a B. On choisit le vecteur image calculé tout précédemment : X =%1,2,3). On a

L (-1 1 1 2
PepX=g.|1 -1 1| (2)=]1
11 -1 3 0

Ouf! Rassuré je suis. En fait, sur le plan des endomorphismes, cela ne fait pas de doute comme nous
allons le voir.

I.2 Changement de base

On pose E un espace vectoriel de dimension n avec deux bases (e;)"_; et (e;)"_,. De méme, on se donne
F un espace vectoriel de dimension p avec deux bases (f;)5_; et (f)5_;-

Si ¢ est un endomorphisme de E dans F, on peut lui associer une matrice dans les bases (e;)?_; et
(fj)j=1, notée A = Mat,,r, ().

Objectif : On voudrait trouver la matrice correspondant a ¢ avec les bases (e7)i_; et (f7)%_;.

On note les matrices de passage respectives P = Pleer) et Q = P(fj)(sz). Si uw est un vecteur de E
exprimé dans la base (e}), on cherche donc ¢(u) dans la base (f;). Dans l'ordre, il faut :
e Convertir « dans la base (e;). Cela se fait via la matrice P. On obtient donc Pu.
e Calculer I'image de Pu via ¢. Comme PU est bien exprimé dans la base (e;), on peut faire le produit APu
pour avoir I'image de Pu dans la base (f;).
o Il reste & convertir APu dans la base (f;), ce qui se fait via la matrice de changement de base de (f}) a

j
(f;). Mais Pgr(g;) = P(;jl)(fj,_) =Q~!. D’ou le calcul Q~tAPu.

Ainsi, on a :

B = Mat(eg)(f]{)((p) = QilAP .

Une bonne facon de retenir cette formule (la seule qui évite de se mélanger les pinceaux par la suite est
de retenir le schéma suivant :

(ei)izy A (fj)le
r e
(e)isy —— ()=

On suit le petit train : on commence par appliquer P puis A, puis Q~'. Et on a bien B = Q' AP.
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II Matrices semblables

Définition 12.1 Deux matrices carrées A et B, d’ordre n sont dites semblables s’il existe une matrice de
changement de base P telle que :

B =P 1AP.

Remarque: Compte tenu de ce qui a été écrit ci-dessus, deux matrices sont semblables si et seulement
si elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes.
Exercice 1. &
Soient A et B deux matrices semblables,
1) La matrice A est inversible si et seulement si B est inversible.
2) Pour tout k € N, on a A* et B* qui sont semblables.

Exercice 2. J7

Si A et B sont deux matrices de M, (R) telles que A est inversible, montrer que A~'B et BA~! sont
semblables.

III Valeurs propres et vecteurs propres.

Définition 12.2 Soit E un espace vectoriel sur R et soit p € L(E).
Le réel )\ est une valeur propre de ¢ s’il existe un vecteur u non nul tel que

o(u) = Au

Dans ce cas, on dit que u est un vecteur propre associé 4 la valeur propre .

L’ensemble des vecteurs propres associé a la valeur propre \ est un sous-espace vectoriel appelé sous-
espace propre

Va={u€ E/ o(u) = I} = Ker(p — \Id).

L’ensemble des valeurs propres de ¢ s’appelle le spectre de v, que l’on note Spec(yp).

Remarque: On a Vi = Ker ¢. Donc

0 € Specy <& n’est pas injective.

Sorite 12.3 Soient E un espace vectoriel de dimension finies et ¢ € L(F).
i. A € Spec(p).
ii. V\x #{O0g}.
13. dim V) > 1.
iv. (p — X Id) n’est pas injective.
v. (p — X Id) n'est pas bijective.
vi. det(A — AI) =0.

vii. Le systéme (A — AI)X = 0 n’admet pas de solution unique avec A = Matp(p) ot B est une base
quelconque de E.

Exercice 3. o
Si A et p sont deux valeurs propres distinctes de ¢, alors V\ NV, = {0g}.

En particulier, si on applique la sorite précédente pour A = 0, on obtient une autre sorite trés importante :
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Sorite 12.4 Soient E un espace vectoriel de dimension finies et ¢ € L(E) de matrice associée A.
i. A inversible.
ii. @ est bijective.
iti. Keryp ={Og}.
iv. 3B /| BA=AB=1.
v. 719(A) = dim E.
vi. 0 ¢ Spec(A).

Exercice 4. o

Ecrire & nouveau cette sorite en partant de A non inversible en essayant de démontrer les enchainements.

Tout ce qui vient d’étre fait dans ce paragraphe se traduit facilement en terme matriciel. On parle donc,
sans ambiguité d’une valeur propre d’une matrice ou du spectre d’une matrice...

Comment trouver les valeurs propres ?

11 suffit de comprendre la sorite précédente : Dire que A est valeur propre de la matrice A signifie que
det(A — AI') = 0. On calcule donc le polynome

xa(X) =det(A—XI)

et on cherche ses racines réelles.

Définition 12.6 Le polynome x 4(X) = det(XI — A) s’appelle le polynéme caractéristique de A.

Il est de degré n (I’ordre de la matrice) et unitaire ; il ne dépend pas de la base considérée et ses racines
réelles sont les valeurs propres de A.

Remarque: On a donc Spec(yp) fini, de cardinal card Spec(¢) < n. Mais Spec(y) peut étre vide!! (En
effet, il suffit que le polynome caractéristique n’ait pas de racine dans le corps dans lequel on travaille).

Exercice 5. o)
Deux matrices semblables ont le méme spectre.

Exercice 6. &
Si A est une matrice triangulaire, alors le spectre de A est I’ensemble des éléments diagonaux.

Définition 12.7 Si A est une valeur propre de A, on appelle multiplicité algébrique de \ lordre de \ en
tant que racine du polyndme caractéristique.

On appelle multiplicité géométrique de \ la dimension de l’espace propre associé V).

On remarque que la multiplicité géométrique est toujours inférieure ou égale a la multiplicité algébrique.
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IV Diagonalisation

Définition 12.8 Un endomorphisme ¢ d’un espace vectoriel E est dit diagonalisable s’il existe une base
B de E dans laquelle Matp(p) est diagonale.

En manipulant un peu les matrices, face a la difficulté des calculs, on comprend ’enjeu d’un tel para-
graphe. En effet, si la matrice est diagonale, le monde s’éclaire et tout devient plus facile.

Sorite 12.9 Soit ¢ un endomorphisme de E.
i. @ est diagonalisable.
ii. il existe une base de E formée de vecteurs propres.
lil. E S ®A€SP€C(Q0) VA.

. dmE=n= ) dimV,.
AESpec(p)

Corollaire 12.10 Si ¢ admet n valeurs propres distinctes, alors dim Vy = 1 pour tout A € Spec(yp) et ¢ est
diagonalisable.

Méthode pratique :

On détermine la polynome caractéristique x4 (X) = det(XI — A).
On détermine les sous-espaces propres associés aux valeurs propres
. . =n alors A est diagonalisable,
Si 2 dimu, { #n alors A n’est pas diagonalisable.

AESpec(p)
3 1 0
Exemple: On applique le procédé sus-décrit a la matrice A= | 0 2 0
-1 -1 2
e On commence par le calcul du polynéme caractéristique :
3—-X 1 0 3_x 1
—xa(X)=1] 0 2-X 0 |=(-1)>*32-X) =(2-X)?%3-X)
-1 -1 2-X 0 2-X

en développant par rapport a la derniére colonne.
Les valeurs propres sont donc 2 et 3 avec pour multiplicités algébriques respectives 2 et 1.
On aurait bien évidemment préféré n’avoir que des valeurs propres simples pour conclure tout de suite. Tant
pis.
e On détermine les sous-espaces propres en commencant par V3.
Pour cela, il faut résoudre Au = 3u, ce qui équivaut a (A — 31)u = Ogs. D’ou le systéme :
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0 y=0
(A=3D).(z,y,2) =0ps & 0 -1 o0 ).[y]=10 = { —y=0
0 —rz—y—2=0

D’ou I'espace propre : V3 = {{(x,y,2) € R, (z,y,2) = a(1,0,-1)}
e Ca se corse quand on veut déterminer le sous-espace propre associé & la valeur propre 2 :
On résout :

1

L0 x 0 r+y=0
(A-20)Yz,y,2) =0ps < 0 0 O).ly]=10 = {_x_y__o
1 -1 0] \z 0 v=

D’ou I'espace propre : Vo = {{(x,y,2) € R, (z,y,2) = a(1,-1,0) + 3(0,0,1)}

qui est de dimension 2. Ouf! La multiplicité algébrique est égale & la multiplicité géométrique et la matrice
est diagonalisable.

e On choisit une base de vecteurs propres v3 = (1,0, —1), vo = %(1,—1,0) et vy = 0,0, 1).

On a donc la matrice de passage de la base canonique B a la nouvelles base B’ = (uv3, v, v}).

1 1 0
Pgp=10 -1 0
-1 0 1
matrice que l'on peut facilement inverser :
1 1 0
Pgg=Pep=|0 -1 0
1 1 1
On calcule ensuite
3 00
B=PgzAPss =0 2 0
0 0 2

Exercice 7. o
Appliquer cette méthode aux matrices suivantes :

3 4 —4 11 -2
NA=[-2 -1 2 3yc=[-1 2 -1
-2 0 1 -1 1 0
3 -1 -2 -2 5 7
2)B=[2 0 -2 4)D=|-1 6 9
2 -1 -1 0 -2 -3

Voici un théoréme non constructif mais qui apparait parfois a 1’écrit, :

wEm Attention ! o [l faut tout d’abord expliquer ce "éventuellement dans C". En effet, le polynome
. . 1
caractéristique peut n’étre scindé que dans C. Comme pour <(1) O) par exemple.

e Si la matrice n’est pas réelle, ce théoréme est faux. En effet, il suffit de vérifier :
0 1
A= (1 2i>

7 Thierry Sageaux
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On a xa(X) = (X —14)?, donc Spec(A) = {i}. Mais comme A # il5, alors elle n’est pas diagonalisable
(méme dans C).

Remarque: Une petite astuce qui permet de détecter pas mal d’erreurs est de vérifier que les traces de
la matrice de départ et de celle diagonalisée sont identiques.

V Trigonalisation

Théoréme 12.13 Un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son polynéome caractéristique est
scindé.

Remarque: Dans le cas ot la matrice est diagonalisable, c’est évidemment le chapitre qui précéde qui
fournit le résultat. Si, en revanche, elle n’est pas diagonalisable, alors il faut reprendre la méthode précédente
en y ajoutant une petite subtilité.

-2 5 7
Prenons la matrice D précédente que I’on renomme A pour plus d’homogénéité. Ona A= | -1 6 9
0o -2 -3

Le calcul du polynome caractéristique donne x4(X) = (X —1)3(X +1).

Le calcul du sous-espace propre associé & —1 donne un espace de dimension 1 engendré par v_; =
{2,-1,1).

Le probléme arrive quand on cherche le sous-espace propre associé a 1 :

-3 5 7 T 0 —3r+5y+72=0
(A-D)Xz,y,2) =0ps & -1 5 9 ].ly]=1|0 & {—m+5y+92—0
0 -2 —4 z 0 —2y—42=0
—3r—32=0 T -z
& {—JL‘—ZZO & yl|l =1-22
Yy = —2z z z

D’ou I'espace propre : Vi = {{(x,y,2) € R?, (z,y,2) = a(1,2,—1)} qui est de dimension 1, engendré par
v1 = (1,2,—1). Donc on va traiter le cas problématique ot la multiplicité algébrique (2) est strictement plus
grande que la multiplicité géométrique (1).

Il nous manque donc un vecteur pour notre nouvelle base...

On choisit un vecteur simple que 'on placera & la fin : v = %0,0,1) et 'on a une nouvelle base B’ =
(v_1,v1,v). La matrice de passage associée est

1 2 0 1 1 2 0
Pprr = 2 -1 0 et Ppp= g 2 -1 0
-1 1 1 -1 3 5
alors
1 0 5
T=P'AP=(0 -1 1
0 0 1

VI Puissance d’une matrice.

e Si A est une matrice triangulaire ne comportant que le réel a, on utilise une décomposition de type

Jordan : A = al + J ot J est une matrice nilpotente. Il existe alors k € N tel que J* = 0 et on applique la
formule du bindme.
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Exercice 8. o

2 -1 3
Calculer A” pourn ¢ Nquand A=[0 2 -1
0 0 2

e Si A est diagonalisable : D = P~'AP, on montre facilement (c’est un exercice laissé au lecteur) que
A" = PD"P~L.
Exercice 9.

3 1 0
Reprendre 'exemple déja traité de A= | 0 2 0] et calculer A™.
-1 -1 2

e S’il existe P un polynéme annulateur de A (i.e. un polynome tel que P(A) = 0), on effectue la
division euclidienne de X™ par P. On obtient alors

X" =P(X)Q(X)+ R(X) et A" = R(A).
Exercice 10. o
3
0
1
(comme le polynome caractéristique par exemple...).

11
Calculer A® quand A = 1 2 |.On pourra donc commencer par calculer un polynéme annulateur
1 2

VII Applications

VII.1 Suites récurrentes linéaires.

ug = ]., Uy = 1
Up = Up_1 + Up_o2 pour n > 1
L’idée est de faire intervenir les matrices et de se ramener & une suite "presque" géométrique :

)= C D)) -0 )

Compte tenu de ce que nous avons écrit au paragraphe précédent, il faut déterminer une nouvelle base

Ezemple: La suite de Fibonacci :

dans laquelle la matrice A = G (1)> est diagonalisée.

Le polynome caractéristique est X2 — X —1 (les spécialistes auront tout de suite vu le lien avec le nombre
d’or qui est racine de ce polynéme) dont les racines sont les valeurs propres de A :

LB gty

Donc la matrice est bien diagonalisable. On trouve pour vecteurs propres

v = Y0,1) et vy, =p,1)
_ (¥ ¢ a_ L1 -9
Donc P = (1 1) et P 1—\/5<_1 SO)

Donc
D=P AP = (‘P 0) et A" = PD" P = <‘pn+1 A W”“)

T VB et -9 PP — P"
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. Un, n-1 (U1 :
ce qui donne, =A et tous calculs faits
Un—1 Uo
Uy = —= — —
75 » 2 »
1 /1 1 \" ~ 1/1 1 \" 1 /1 1 -\" ~ 1/1 1 2\"
= -+ =Vb 5 —4+=-V5] ——= | =-—=Vb 54— =-—=Vb
10 <2+2f) \[+2<2+2\[> 10 (2 2\[) \[+2(2 Q\f)
5 1] (1+v5\  [-v5 1] [1-v5\"
IS va) =V L V5
10 2 2 10 2 2
Ezemple: uo =1, uy =2, uz = -2,
————— | Un43 = 2Upq2 + Upt1 — 2Up.
Meéme principe. On a, grace aux matrices :
Un+3 2 1 =2 Un+2 Un+1 U2
Un+2 | =1 0 O Up41 | = A2 Uy, =...= A" [y
Up41 01 0 Uy, Up_1 Ug
—_———

A

On trouve Spec(A) = {1,2, —1} et les vecteurs propres correspondants : v = %(1,1,1), v = %(4,2,1) et
v_1 =Y1,—1,1). Ainsi,

1 4 1 (3 3 6
P=(1 2 —-1]etPlt=-12 0 -2
11 1 6\ 1 -3 2

On trouve alors u,, =1— 22" — 2(=1)" + 1 — (=1)" +1— 2" + L(-1)" :]3—2”—(—1)" i

Up41 = 2Uy + 4w,
Up41 = Juy, — 4v, + 12w,
Wyt = Uy — 20y, + Dwy,
U,():].7 ’UO:’LUO:O.

Ezxemple: Avec plusieurs suites :

On fait appel aux matrices 1a encore :

Up+1 2 0 4 U,
Upt1 | =13 —4 12 Un,
Wp41 1 -2 5 Wn

]
Up = —4 43 x 2"
On trouve { v, =3 x 271
wy, = 1.

VII.2 Systémes différentiels

On rappelle que les fonctions solution de ’équation différentielle ¥ = ay sont les fonctions de la forme
y:t— Ke avec K € R.

Imaginons qu’on ait & résoudre le systéme de trois équations différentielles

d
—x:2x—2y+z

Cciit
dde:x—&—Sy—z
d—§:2x+4y+z

10 Thierry Sageaux
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dx
T t
av
Avec les matrices, on pose V = | y | et T 29 1. On a alors :
2 gt
dt
2 =2 1
CZV =11 5 —-1|V
t\e 4 1
—_——
A

[

On trouve deux valeurs propres 2 et 3 de multiplicités algébriques respectives 1 et 2. Fort heureusement,
3 est aussi de multiplicité géométrique 2. Donc la matrice A est diagonalisable.
On prend pour nouvelle base v = (—1,1,2), v3 = {1,0,1) et v4 = 0,1,2). On pose alors

)

1 0 3 00
P=1(01 1 ]),D=|0 3 0], V=PWavecW=|[Y | et —

1 2 0 0 2

-1 X\ av aw
a ~Tar
2 Z
On trouve alors dans la nouvelle base :
dX
T st
X = Kje
aw dWw 1
P— =APW & P 'P— =P 'APW & v _ 3y & Y = Kyedt
dt ~—— dt ~—— dt 2t
I D dz Z = Kze
— =27
dt
d’ou
x K€% — Kqe?t
V=PW=|y|= Ky + Kze
z Klegt + 2K263t + 2K3€2t

On notera que 'on n’a pas eu besoin de calculer I'inverse de P.

VII.3 Matrices stochastiques.

Définition 12.14 Une matrice stochastique est une matrice a coefficients positifs dont la somme des
coefficients de chaque ligne vaut 1.

Remarque: Un exercice fait précédemment nous a déja montré que les matrices stochastiques sont stables
pour le produit matriciel.

Exercice 11. J
Montrer que si M est une matrice stochastique, alors 1 € Spec(M).

Exemple: Trois produits concurrentiels A, B, et C se partagent le méme marché. A une date donnée ty,
les parts respectives de ces produits sont 0,5 pour A, 0,2 pour B et 0,3 pour C.

Soient ay, §; et v, les parts respectives a I'instant ¢. On donne les probabilités de transition sous la forme
d’une matrice stochastique :

coo
N

coo
N Ot
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On a alors

P(Ai41) = arp1r = pa, (Avg1) X p(Ar) + 0B, (Big1) X p(Bt) + pe, (Ceg1) X p(Cr) = 0,30 + 0,13 4 0, 4.

On constate donc que

Q41 (677
Bir1 | =™ | B | ou encore (a1, Bev1,Ye41) = (o, Be, ) M.
Ye+1 Yt

En utilisant un fac-similé des suites géométriques, on a

Qi (67
B | = (M)™ | Bo
VYt Yo

On doit diagonaliser la matrice pour calculer sa puissance n°.

On trouve det(*M — AI) = (1 —X)(A240,1X—0,03). Les valeurs propres sont donc Spec ‘M = {1, A1, X2 }.
Une remarque importante est que les valeurs propres d’une matrice stochastique sont toujours 1 et d’autres
réels \ tels que [A| < 1.

On a alors ‘M est diagonalisable dans une base de vecteurs propres (v1,v2,v3) et dans notre cas, || < 1,
de méme que |A2] < 1.

Il en résulte que

(673 (67s)
Be | =B | Bo | =al™1 + BoATvz +y0A5vs.
Tt Yo
at
D’ott quand t — 4+o0,0on a | B¢ | — agvy
t
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EN2D2- Lycée Gustave Eiffel Diagonalisation

Solutions des exercices

Exercice 1.
1) Si A et B sont semblables, il existe une matrice de passage P telle que B = P~'AP. Si A est
inversible, il existe A~! et dans ce cas, P"' A~ P est la matrice inverse de B.
2) Avec les mémes notations, B¥ = (P~1AP)* = P~ APPTAPP T . PP TAP = P~1AkP.

Exercice 2.

A7'B = A" (BA YA

Exercice 3.
En effet, si u € VA NV, alors p(u) = Au et ¢(u) = pu, donc pu = Au. Or A # p, donc u = 0g.

Exercice 5.
Si A € Spec(A), alors pour un vecteur propre associé u, on a A.u = \u, donc BP~t.u = P71 APP~lu =
P 'Au=P ' u= AP l.uet P-1l.u est un vecteur propre associé & A pour B.

Exercice 6.

Il suffit de calculer le polyndme caractéristique en développant par rapport aux colonnes si elle est
triangulaire supérieure et par rapport aux lignes sinon. On obtient alors le produit des termes diagonaux
qui sont tous de la forme X — a;;, d’ou le résultat.

Exercice 7.
1) On trouve P4(X) = (1 — X)(3 — X)(—1 — X) donc Spec(A) = {—1;1;3}. Trois valeurs propres
distinctes, donc elle est diagonalisable. Et la recherche des vecteurs propres associés donne v_; =
{1,0,1), v1 =%0,1,1) et v3 =%—1,1,1). D’ou

1 0 -1 0 -1 1
P=(01 1 |etPt=|1 2 -1
11 1 -1 -1 1

2) On trouve Pp(X) = —X (1 — X)? donc Spec(B) = {0;1}. Deux valeurs propres distinctes, il faut
déterminer les sous-espaces propres pour voir s’ils sont bien de dimension maximale. La recherche des
vecteurs propres associés donne vy = {(1,1,1) et pour A = 1, le sous-espace propres est de dimension
2 engendré par v; = {(0,—-2,1) et v} =%1,2,0). D’ou

1 0 1 -2 1 2
P=[1 -2 2]etPt=|2 -1 -1
1 1 0 3 -1 =2

3) On trouve Po(X) = —X(1— X)(2— X) donc Spec(C) = {0;1;2}. Trois valeurs propres distinctes,
donc elle est diagonalisable. Et la recherche des vecteurs propres associés donne vg = 1,1,1), v; =
{1,2,1) et v =%—1,1,1). D’ou

11 -1
P=11 2 1 |etP =
11 1

Ol
—_

1
5 0

4) On trouve Pp(X) = (=1 — X)(1 — X)? donc Spec(D) = {—1;1}. Deux valeurs propres distinctes
comme pour B, mais celle-ci n’est pas diagonalisable car le sous-espace propre associé & 1 est de
dimension 1 engendré par v; = {(—1,2,1). Pour info, vecteur propre associé¢ a —1 : v_; = %2, —1,1).

Exercice 8.
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EN2D2- Lycée Gustave Eiffel Diagonalisation

Onpose A=2I+JouJ=|0 0 -1

o
o
o

0 0 1
Onaalors J2=10 0 0] et J®=0.
0 0O
e

En utilisant le fait que I et J commutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton : Donc
k

Am = (21 + J)m = Y 2kK(R)I"7*J*. De ce qui précede, on a J* = 0 dés que k > 3. Donc
k=0

(n?+11n)2"~3

Ar = on ()T 4 2n=L (M) T+ 2n 2 ()2 = [ 2" —2"'n 3 x 2" nn 1) gn-2
O 271 _anln
0 0 2"

Exercice 9.
On a déja trouvé une base dans laquelle la matrice est diagonale. En effet,

1 1 0 1 1 O 3 0 0
avecP=[10 -1 0)letP'=(0 -1 0)JonaD=P'AP=[0 2 0
-1 0 1 1 1 1 0 0 2

Donc P~'A"P = D™ en simplifiant les P7'P = I et
3" -2 0
A" = PD"P~! = 0 2m 0
—3" 42" 3" 42" 2"

Exercice 10.

On cherche un polynéme annulateur. On sait que le polynome caractéristique est de degré 3. On
calcule donc A3, puis A? et on résout le systéme A3 + aA? 4+ BA + I = 0. On trouve que le polynéme
Py(X)=—-X3—-6X2+8X — 1 est annulateur. Donc on a

A3 —6A2+8A—-T=0 < A3 -6A24+8A=1 & (A*—6A+DNA=1
On a déja exploité cette astuce. Voyons comment ’utiliser pour les (petites) puissances :
AP =A% x A3 = A% x (6A% —8A+ 1) =6A x A3 —8A3 + A?
=6A(6A4% —8A+ 1) — 8(64% —8A+ 1)+ A* = 364> — 95A% + T0A — 81
=36(6A% —8A 4 1) — 954% + T0A — 81
=121 A% — 218A + 281

10 5 7 584 387 629
en utilisant A2 = 2 3 6], ou trouve A% = [ 242 173 290
5 4 7 387 266 439

Exercice 11.
Il suffit d’écrire le déterminant menant au polynodme caractéristique et de faire la somme des colonnes

pour mettre (X — 1) en facteur.
——000——
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