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Résumé

La plupart des problémes impliquant des fonctions de plusieurs variables aménent & la recherche des
extrema.
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I Définition.

Dans tout ce qui suit, f est une fonction définie sur un ouvert €2 inclus dans R™ et & valeurs dans R. Soit
D C Q un sous-ensemble de R™.

On rappelle la

Définition 15.1 Un majorant (resp. minorant) de f sur D est un réel M (resp. m) tel que f(X) < M
(resp. f(X > m) pour tout X € D.

Définition 15.2 La fonction [ admet un mazximum global (resp. un minimum global) en A sur D, si
pour tout X € D, on a f(X) < f(A) (resp. f(X > f(A).

La fonction f admet un mazimum local (resp. un minimum local) en A sur D si pour tout X €
DAB(Am), on'a f(X) < f(A) (resp. £(X) > f(A)).

Autrement dit, un mazimum est un majorant atteint.

Remarque: Si D est un ouvert de R", on parle de probléme sans contrainte.
Si D est un fermé de R™, on parle de probléme avec contrainte (ou sous contrainte).

II Extrema sans contraintes

Théoréme 15.3 Soient Q un ouvert de R™, A € Q et f une fonction de classe C' sur Q.
Si f admet un extremum local en A sur Q, alors grad f(A) = Ogn.

Attention : La réciproque est fausse!

Ezemple: On pose f(x,y) = zy. On calcule le gradient pour trouver des candidats a I’extremum :

0 0
o (o) = . G () = 2, done grad f(052) = (0,0)
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Mais f(0,0) = 0 n’est pas extremum car si z et y sont de méme signe, on a f(z,y) > 0 et si z et y sont
de signes contraires, on a f(x,y) < 0. Donc f n’admet pas d’extremum.

Définition 15.4 Un point A de R™ tel que grad f(A) = Ogrn est appelé point critique car candidat a
lextremum.

D’aprés la formule de Taylor-Young pour toute fonction de classe C? sur €2, pour A € Q et H assez petit
(pour que A+ H € Q),

0% f

0x;0x;

f(A+ H) = f(A)+ < grad f(A )H>+ Z -(A)hih; + || H|[*e(H)

avec lim e(H) = 0.
H—0

Si f admet un extremum en A, alors grad f(A) = Ogn, donc

1 o2 f ,
f(A+H)—f(A):§ W(A)hihj‘*‘HHH e(H).
i, v
Qa(H)

Donc f(A+ H) — f(A) est du signe de Qa(H) pour H assez petit non nul. Or Q4 est une forme
quadratique! Donc

e si Q4 est définie positive, alors f(A+ H) > f(A) et f admet un minimum local en A.

e si Q4 est définie négative, alors f(A+ H) < f(A) et f admet un maximum local en A.

e si Q4 est de signe variable, alors f n’admet pas d’extremum en A et on a un "point col" (ou point
selle).

e si Q4 est semi définie positive ou négative, on ne peut pas conclure.

Etant donné le lien fort entre la notion d’extremum et la forme quadratique sus-décrite, on comprend
Iintéret de déterminer au mieux et au plus vite la nature de ladite forme quadratique. Il suffit pour cela de
travailler sur la matrice Hessienne de f en A.

Exemple: On pose f(z,y) = 522 + 2y* — 22y + 4o — 2y + 1.
Le calcul du gradient donne grad f(z,y) = (102 — 2y + 4,4y — 22 — 2). La recherche des points critiques

donne A(F, 3).
10 -2
h=(5 )
{4 \ﬁ14+f
>0.D

Le calcul de la Hessienne donne Hess f( 71

On trouve deux valeurs propres positives }, donc @4 est définie positive et f

2

admet un minimum local en A.

Or f(z,y) =5(x— 2+ 2)2+1(3By—1)2 onc le minimum est méme global.

Cas particulier des fonctions de deux variables : Régle de Monge

9? 0% f 0% f
A) = A) = —2(A) =t.
Onposea 5(A) =7, 8:1;83/( )=set 8y2( )=t
On a alors

QA(H) = Th% + 2shi1ho + th%

qui est polyndéme de degré 2 en h;.

Le discriminant donne A = 4(s? — rt)h3.

esirt—s2>0, (A <0), alors Qa(H) est du signe de r.

Sir >0, alors f admet un minimum local en A et si r < 0, alors f admet un maximum local en A.
e sirt—s?<0,(A>0),alors Qa(H) est de signe variable et on a un "point col".
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e si rt — s> =0, on ne peut pas conclure.

Remarque: La plupart du temps, quand on ne peut pas conclure, il suffit
- de calculer directement f(A+ H) — f(A),

ou

- d’écrire la formule de Taylor-Young a l’ordre 3.

III Extrema sous contraintes

IIT1.1 Théoréme d’existence

Dans le cas de la dimension 1, on sait déja qu’une fonction continue sur un intervalle fermé borné posséde
un maximum et un minimum. Dans ce paragraphe, on établit qu’il en est de méme en dimension supérieure.

Définition 15.5 Une partie D de R™ est dite bornée s’il existe ¢ € R tel que pour tout X € D, on ait
|X|| < e

IDéﬁnition 15.6 Une partie de R™ est dite compacte si elle est fermée et bornée.

Remarque: Un ensemble de la forme
D={XeR", fi(X)=0Vie[l,n] et g;(X)<0Vje[n+1m]}

est un exemple de fermé R™.

Théoréme 15.7 (Théoréme d’optimisation de Weierstrass) Si f est continue sur un compact D de R™, alors
f y atteint son mazimum et son minimum.

II1.2 Extrema sous contraintes d’égalités
Probléme : Maximiser (ou minimiser) une fonction f(x1,...,x,) sous la contrainte g(z1,...,z,) = 0.
Premiére méthode : Si g(x1,...,x,) = 0 entraine que 'une des variables peut étre explicitée en fonction

de n — 1 autres, alors ’étude se raméne & la recherche d’extrema d’une fonction de n — 1 variables sans
contraintes.

Exemple: On pose f(z,y,z) = 2% + y? + 22 sous la contrainte z +y + z = 1.

L’ensemble D = {(z,y,2) € R3\ & + y + 2 = 1} est un fermé non compact de R>. Ona z +y + 2z = 1,
donc z=1—2x—y.

Posons ¢(x,y) = f(x,y,1 —x —y) = 202 + 29> + 20y — 22 — 2y + 1

Déterminer les extrema de f sous la contrainte = + y + z = 1 revient & déterminer les extrema de ¢ sur
R2. La fonction ¢ est de classe C? sur R2.

Iy Iy
°r —dr+2y -2 =2 = dy + 22 — 2.
5y DoY) = du+ 2y gy DY) = Ay + 2w
Les points critiques vérifient grad ¢(z,y) = (0,0) < (x,y) = (3, 3). De plus, on a
2 2 2
® 0%p ®
—_— = = —_— = 4
52 (L2Y) 920y (z,y) 952 (z,y)

3 Thierry Sageaux



EN2D2- Lycée Gustave Eiffel Recherche d’extrema

d’ott la matrice hessienne : Hessp($, 1) = ;l 2

4
=(2— X)(6 — X), ce qui donne deux valeurs propres positives,

. 1 .« . 1 1 1 .
5) i.e. f admet 5 comme minimum en (3, 3, 3) sous la contrainte

Le polynome caractéristique est P(X)
donc ¢ admet un minimum local en (%7 L
r+y+z=1.

Seconde méthode : Aucune variable ne peut s’écrire comme fonction explicite des autres. On utilise la
méthode des multiplicateurs de Lagrange (ou du Lagrangien).

On note A = {X € R"\ g;(X) =0, pour j € {1,...,p}}.

Soit A € A. On suppose la condition de qualification des contraintes satisfaite, & savoir que la
famille de vecteurs (grad g;(A)) eq1,....p) est libre.

Alors, si f admet un extremum en A4, il existe (A1,...,\,) € RP tel que

p
grad f(A) + > Ajgrad g;(A) = O~
i=1

J

C’est le théoréme des fonctions implicites.

P
On pose alors L(z1,...,Zn, A1s. .., Ap) = f(z1,...,20) + > Njgj(z1,...,2,) appelé le lagrangien.
j=1

Proposition 15.8 Les fonctions f,gi,...,g, sont de classe C* sur un ouvert Q de R™.
On pose Ac A={X eR", g;(X)=0Vje{l,...,p}.

On suppose la famille (gradg;(A)) cq,...p} libre. Si f admet un extremum en A sur A, alors

T(A,)\l,...,)\p>:0 Vze{l,,n}

—(A = j 1,...
(9)\]( 7>\1a 7>‘p) 0 vj E{ 9 7p}

Remarques: - Grace a ce théoréme, on obtient les points critiques et les réels associés.

- La fonction L coincide avec f sur A, mais comme grad L(A) = Ogn, alors L(A + H) — L(A) sera du
signe de Q4 (H) suivant des directions tangentes & A i.e. orthogonales & grad g;(A).

- On remarque aussi que la seconde partie avec les dérivées partielles par rapport aux \; n’est ni plus ni
moins qu’une facon d’écrire les contraintes (un bon moyen de retenir la formule donc!).

Exemple: On cherche & maximiser f(z,y) = 22 — 4? + 6 sous la contrainte 2% + y? = 8.
Posons g(x,y) = 22 +y*> — 8. On a f et g de classe C? sur R? et grad g(z,y) = (2z,2y). Ce qui donne

gradg(z,y) = Ogz < (z,y) = (0,0). Or (0,0) ¢ A, donc la condition de qualification des contraintes
est vérifiée.

Posons L(z,y,\) = f(x,y) + A\g(z,y) = 2% — y? + 6 + A(2% + y? — 8). On a alors

L
g (z,y,\) =2z + 2)\x
x
oL
a9 (z,y,A) = =2y + 2y
oL
a)\(xayv)‘) :$2+y2 -8
La condition de premier ordre donne
22(14+A) =0 r=0 T =422
2y(1-=N) =0 & y=+2y/2 ou y=0
2 +y2-8=0 A=1 A=-1
4
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1l y a donc quatre points candidats : (0, —2v/2) et (0,2+/2) associés au réel A = 1 et (—2+v/2,0) et (2v/2,0)
associés au réel A = —1.

e D’autre part, D = {(z,y) € R?\ 22 + y? = 8} est un compact, donc le maximum et le minimum sont
atteints sur D. il s’agit nécessairement d’un des quatre points précédents.

Or £(0,—2v2) = f(0,2v/2) = —2 donc le minimum de f est —2 atteint en (0, +2v/2).

Et f(—=2v2,0) = f(2v/2,0) = 14 donc le maximum de f est 14 atteint en (+2+/2,0).

e Dans le cas ou D n’est pas compact, on se donne un accroissement H = (hy, hs) non nul tel que
<gradg(A),H >=0

Au point (2v/2,0) : on a A = —1 et gradg(A) = (4v/2,0). Donc < gradg(A), H >= 4v/2h; = 0 d’ou
hy =0et hy #£0. On a

HessL(A, —1) = Hessf(A) — Hessg(A) = (8 _04>

d'ott Qu(H) = (0, hs) (8 _04) (&) — 4l <0

Donc f admet un maximum au point (2v/2,0) sous la contrainte 22 + y? = 8.

Au point (—2v/2,0) : Idem.

Au point (0,2+/2) : Méme technique, mais on trouve hy = 0 et hy # 0. la hessienne est HessL(A,1) =

(3 8) d’ott Qa(H) = 4h? > 0 et f admet un minimum au point (0, 2v/2) sous la contrainte =2 + y? = 8.

Au point (0, —2+/2) : Idem.

—OOC‘—
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