Samedi 15 mars 2025 (4h)

Devoir Surveillé n°5

EN2D2 Lycée Gustave Eiffel

Les documents ne sont pas autorisés. Les doudous (y compris portables et calculatrices) sont éteints, rangés
dans les sacs, euz-mémes déposés au fond de la salle ou au pied du tableau.

Exercice 1.
Partie A.

. . . 1 1 1 2
1) Dans cette question uniquement, on considére que A = ( ) et B = ( )

-1 1 11
a) Calculer AB et BA.
b) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de AB et de BA.
Soient A et B deux matrices quelconques de ., (R).
2) Soit A une valeur propre non nulle de AB et X un vecteur propre associé.
a) Justifier que BX # 0.
b) Montrer que BX est un vecteur propre de BA et A est une valeur propre de BA.
3) Supposons que 0 est une valeur propre de AB et X un vecteur propre associé.
a) Supposons que B est inversible.
Justifier que BX # 0. En déduire que 0 est une valeur propre de BA.
b) Supposons que B n’est pas inversible.
Montrer que rg(BA) < n. En déduire que 0 est une valeur propre de BA.
4) Montrer que AB et BA ont le méme spectre.
5) Les matrices AB et BA ont-elles les mémes sous-espaces propres 7

Partie B.

On considére A une matrice de .#,(R) admettant n valeurs propres réelles \i,..., )\, deux & deux
distinctes. Soit B une matrice de .4, (R) telle que AB = BA.

n—1
1) Supposons qu'il existe un n-uplet de réels tous nuls (ap, ..., ,_1) tel que > apAF = 0.
k=0

a) Justifier que A admet un polynéme annulateur non nul @ de degré inférieur au égal a n — 1.
b) En étudiant les racines de ce polynome @ annulateur de A, aboutir & une contradiction.
¢) Que peut-on déduire sur la famille (I, A,... A"~ 1)?

2) Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
a) Justifier que ’espace propre de A associé a la valeur propre A est I’espace vectoriel engendré
par X.
b) Exprimer de deux maniéres différentes BAX.
¢) En déduire que BX € Vect(X).

3) Déduire de ce qui précéde que tout vecteur propre de A est vecteur propre de B.

4) a) Justifier qu'il existe une base (Xi,...,X,) de .#, 1(R) composée de vecteurs propres de A et
de B tel que Vi € [1,n], AX; = )\ X;.
b) Pour tout entier ¢ € [1,n], on note y; le réel tel que BX; = 1; X;;.

Montrer que Spec(AB) = {\;u;, i € [1,n]}.

5) a) Montrer que ’application ¢ : P — (P(A1), P(A2),. .., P(\,)) est un isomorphisme de R,,_1[X]
dans R™.
b) Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R,,_;[X] vérifiant Vi € [1,n], BX; = P(\;)X;.
c) Montrer que B = P(A).

6) a) Montrer que I'ensemble €(A4) = {B € .#,(R), AB = BA} est un sous-espace vectoriel de
My (R).
b) Montrer que € (A) = {P(4), P € R,_1[X]}.
c) Déterminer la dimension de € (A).



Exercice 2.
Dans tout I’exercice, E désigne I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [0, 1] et

& valeurs réelles.

1t 2z

. T
Sous réserve d’existence, on note ¢ : x — — —
)
T

400
et Y:x— —1)1! .
n=1 ’II2 - x2 w ngl( ) n2 — .’132

Dans toute la suite, on notera D l’ensemble des réels qui ne sont pas des entiers relatifs D = R\Z.
Enfin, on note T 'opérateur défini sur £ par Vf € F, Vx € [0, 1],

ol =1 (5) + 1 (757)

Partie A. Etude de ¢.

1) Montrer que si z € D , alors la série de terme général u,(x) =

3 5 est convergente.
n®—x

2) a) Déterminer la parité de ¢.
b) Trouver («, 3) € R? tel que 2 a p
ver (« = - .
’ s " n—z n+ts
¢) Montrer que ¢ est périodique de période 1.
3) Continuité de ¢.

a)Justiﬁerqueg(x):Jrf:O%:%o( ! >_< ! >

ion?—22 [H\n—=x n+x
+

l—z 1+z 9(x)-
_ 11 o 2
¢) Soit h € 53 , montrer que Va € [0, 1], |g(z+h)—g(z)] < Clhloa C =

B ()

1
b) Vérifier que Vz € D, p(z) = -

d) En déduire que g est continue sur [0, 1] puis que ¢ est continue sur ]0, 1]
1 1
4) a) Montrer que ¢(z) ~ — en 0 et que lim <<p(x) - ) =0.
x x—0 x
b) Procéder a la méme étude en = = 1.

Partie B. Etude de 'opérateur T
Dans toute cette partie, on note ex(x) = 2* pour tout k € N. On note aussi %,, = (ex)re[o,n) la base de
F,, = Vect(%,).
1) Montrer que T' est un endomorphisme de E.
2) Etude de T sur F,.
a) Vérifier que F,, est stable par T, i.e. pour tout f € F,, T(f) € F,.
On note dans la suite T, I’endomorphisme T réduit & F,.
b) Déterminer la matrice de T,, dans la base %,,.
¢) Quelles sont les valeurs propres de T}, ? L’endomorphisme 7, est-il diagonalisable ?
3) Etude de Ker(T — 21dg).
a) Montrer que Ker(T' — 2Idg) n’est pas réduit & {Og}.

Soit f € Ker(T'—21Idg). On note m = min,¢[o,1) f(7) et M = max,¢(o,1) f(z). On fixe (wg,21) €

[0,1])% tel que f(zo) =m et f(xy) = M.
i) o

b) Montrer que f <7> =m )
¢) En déduire que Vn € N, f (2—2) =m
d) En déduire que m = f(0).
e) Faire une étude similaire pour M.
f) Conclure que f est constante.



Exercice 3. Racine d’une matrice carrée.

Dans tout ’exercice, n est un entier supérieur ou égal a 1.

Soit A une matrice de .#,(R) fixée. On cherche & déterminer s’il existe des matrices M € ., (R)
telles que M? = A et, si c’est le cas, & décrire ’ensemble des solutions de cette équation, d’inconnue
M e #,(R).

1) Soit A € .#,(R). On suppose qu’il existe M € ., (R) telle que M? = A.

a) Montrer que AM = M A.
b) Montrer que A est inversible si et seulement si M est inversible.

2) On considére dans cette question A = (_01 (1))

a) Calculer A%. La matrice A est-elle diagonalisable ?

b) Montrer que si M = <(Cl Z) est solution de M? = A alors a =d et b= —c.

c¢) Montrer alors que M? = A admet deux solutions que I’on expliquera.

0 00
3) On considére dans cette question A= |1 0 0
01 0

On suppose qu'’il existe une matrice M € .#3(R) vérifiant M? = A. On note f I’endomorphisme
de R3 représenté par M dans la base canonique.

a) A est-elle diagonalisable ?

b) Montrer que M* # (0) et que M% = (0). On note alors p = min{k € N*, M* = (0)}.

c¢) Montrer qu’il existe un vecteur non nul u de R? tel que (u, f(u), f*(u),..., fP~(u)) forme une

famille libre de R3.

d) Conclure.
4) Soient M € ., (R) telle que M? = I et f I’endomorphisme de R” représentée par M dans la base
canonique.

a) Déterminer un polynoéme annulateur de M et les valeurs propres possibles de M.

b) Montrer que Im(f — Id) et Ker(f — Id) sont supplémentaires.

¢) En déduire que f est diagonalisable.

d) En déduire que les solutions de M? = I sont semblables a des matrices diagonales que 1’on

déterminera.
5) On suppose dans cette question que A € 4, (R) est telle que Spec(A) = {A1,Aa,..., A, } ot les
réels \; vérifient

A <A< < Ay

a) Justifier qu’il existe une matrice D diagonale et une matrice P inversible telles que A = PDP~!,
b) Soit M € .4, (R) et N = P~'MP. Montrer que M? = A si et seulement si N? = D.

¢) Montrer que N est diagonale.

d) L’équation M? = A a-t-elle des solutions si A admet au moins une valeur propre strictement
négative 7

e) Décrire ’ensemble des solutions dans le cas ou toutes les valeurs propres sont positives.

—OOO—
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Exercice 1.

Partie A.

1)

2)

3)

4)

2 3 -1 3
a) On trouve AB = (O _1> et BA = < 0 2).

b) Les matrices sont triangulaires, donc les valeurs propres sont sur la diagonale. On trouve donc
Spec(AB) = Spec(BA) = {—1;2}.
On cherche les vecteurs propres comme d’habitude avec la méthode du cours et on trouve

e pour AB : V_1 = Vect ((11>) et Vo = Vect <((1)))
e pour BA : V' = Vect ((é)) et V4 = Vect (G))

a) Par l'absurde, si BX = 0, alors ABX = 0. Contradiction avec le fait que ABX = AX et que
X et A sont non nuls.
b) On a BA.BX = B.ABX = B.AX = ABX car ABX = AX. Donc BX est vecteur propre de
BA associé a \.
a) Si B est inversible, alors Ker B = {Ogn}. Comme X est un vecteur propre, il est non nul et
BX #0.
b) Si B n’est pas inversible, cela signifie que dim Ker B > 0. Le théoréme du rang donne rg B =
dimR"™ — dimker B < n.

Comme ker B # {0}, alors il existe un vecteur X non nul tel que BX =0 et 0 € Spec B.
On vient de démontrer que si A € Spec(AB), alors A € Spec(BA) qu’elle soit nulle ou pas. De la

méme fagon, on a 'implication dans ’autre sens par le méme raisonnement.

5)

Partie B.

1)

2)

3)

La question 1 fournit un contre-exemple. Donc non.

n—1
a) On pose Q(X) = kZO apX* =0 qui est un polynéme annulateur de A.

b) Les racines des polynomes annulateurs contiennent les valeurs propres de la matrice. Donc, si
l’on note S ’ensemble des racines de @, on a Spec(A) C S. Mais on sait que A posséde n valeurs
propres distinctes, donc card(Spec(A)) = n. Mais, comme deg(Q) =n — 1, on a, card(S) <n — 1.
Contradiction.

¢) On peut en déduire que la famille est liée. En effet, il existe une combinaison linéaire non triviale

n—1

(i.e. ap #0) telle que > a A% = (0).
k=0

a) Les sous-espaces propres sont de dimension au moins 1. Mais A posséde n valeurs propres
n

distinctes, et comme @ V), C R™, on a I’égalité en considérant les dimensions. Donc dim V, =1
k=1
et X est générateur.

b) D’une part, on a BAX = B.AX = ABX et d’autre part, BAX = ABX car AB = BA.

¢) De la question précédente, A.BX = ABX, donc BX est vecteur propre de A associé a la valeur
propre A. Mais comme V) = Vect (X), il existe p € R tel que BX = puX.

De ce qui précéde, on déduit que si X est vecteur propre de A, alors BX = puX et X est vecteur

propre de B associé & pu.

4)

a) A chaque valeur propre A, de A, on associe X} un vecteur propre. D’aprés ce qui précede, X
est aussi vecteur propre de B.

La famille (X})peq1,n] est donc une base comme demandée.
b) Soit X}, dans la base précédente. On a alors ABXy, = A(urXk) = ur(AXy) = prArXg. Donc
Aipir € Spec(AB). Comme ceci est vrai pour tout k € [1,n] et qu’il y a au plus n valeurs propres,
on a l'égalité Spec(AB) = {Aruk, k € [1,n]}.



5) a) L’application est linéaire, car pour tout (P,Q) € R,,_1[X] et tout (a, 3) € R?, on a

(P + Q) = ((aP + BQ) (A1), (aP + BQ)(X2), ..., (aP + BQ)(A\y))
= (aP(A\1),aP(A2),...,aP(A\y)) + (BQ(M), BR(A2), ..., BQ(An))
= a(P(M), P(A2),..., P(An)) + B(Q(M), Q(A2), .., Q(An))
= ap(P) + Bo(Q).

On détermine le noyau Ker ¢. On cherche donc P € R,,_1[X] non nul tel que (P(A1), P(A2),...,P(\,)) =
Ogn, i.e. P(A;) =0 Vk € [1,n]. Mais les A sont toutes distinctes, donc on a trouvé n racines pour
un polynéme de degré n — 1. Contradiction.

Donc P est le polynéme nul et Kerop = {Og, ,[x]}. Ainsi, ¢ est injective. Mais comme
dimR,,_1[X] = n = dimR", ¢ est un isomorphisme.
b) Comme ¢ est un isomorphisme, il existe un unique P € R,,_1[X] tel que (P(A1), P(A2), ..., P(A\y)) =
(11, -+, pin). Auquel cas, on a bien BX; = P(\;)X;.

n
¢) Comme les X; forment une base de R™, on a pour tout vecteur X = > o; X; et
i=1

n n n n—1 n n
BX =Y a;BX; =Y aiP(\)Xi = Y o > | ax M X | = 3 ewP(A)X; = P(A) 3 aiX; = P(A)X.
i=1 i=1 i=1 k=0 ~—~— i=1 i=1
Donc B = P(A).

6) a) On a, par définition ¢ (A) C #,(R). La matrice nulle est clairement dans I’ensemble donc il
est non vide. Soient B et B’ deux matrices de €(A), et soit (o, 3) € R%. On a alors

A(aB + B') = aAB + AB' = aBA+ fB’A = (aB+ 8B’)A

Donc 'ensemble est stable pour la combinaison linéaire et il s’agit d’un sous-espace vectoriel de .4, (R).

b) Par double inclusion : D’aprés ’étude précédente, si B € €' (A), alors il existe P € R,,_1[X] tel
que B = P(A).

n—1
Pour l'autre inclusion, si B = P(A), on a facilement B € %(A) car AB = A Y. apAF =
k=0
n—1 n—1
Z akAkH = (Z akAk) A
k=0 k=0
D’ou 'égalité.
¢) Du fait de la bijection précédente, les deux espaces sont de méme dimension, i.e. dim € (A4) = n.

Exercice 2.

Partie A.
2x 2x . oo too 1
1) On a ———— ~ — donc la série converge d’aprés Riemann car ) — converge quand o > 1.
n®—x n n=i n%
1 o —2x
2 — = — — —_— = — .
) a) p(-a) = — n; e o(z)

b) Avec les techniques du cours, on trouve («, 8) = (1,1).



1 X 1 1
1 = — —
plo+1) z+1 ;(n—x—l n—i—x—i—l)

1 = 1 RIS |
:x—f—l_r;)n—x—’—nz:;n—i—x
+o0 +o00
1 1 1
__jx_;nfx—i—;ner
= ¢(z)
3) a) D’aprés la question 2b.
1 to 22 1 & 2% 2 1 1 1
b — - _ — = — — — .
) #le) x gSin?P-a2 oz n;n?—ﬂ 1—-22 =z 9(z) 1—x+1+x
—_———

=g(x)

c)

§<n—(glc+h> _n+(glc+h)> _io(nix_niw)‘

lg(z + h) — g(z)|

ij _h too nzz,h
- ;(n—x)(n—(x—i-h)) *n; (n+x)(n+(x+h))|
+oo 1 I 1
= [h| nz::? (n—2z)(n— (z+h)) +nz::2 (n+x)(n+(x+h))‘

= 1 1
=1n12 ((nx)(n(z+h)) * (n+x)(n+(x+h)))'

n=2

—+o00
(n+2)n+ (x+h)+(n—2)(n—(x+h))
= |h| ;::2 (n+x)(n+(x+h)(n—x)(n—(x+h) ‘
+o00o

2(n? + 2% + zh)
(= )~ (a + hP)

5, 3
+oo 2 n“ + 5
<|h X
|n¥2(n—1) n—§ (n+1)(n+=
2 2
3
n?+ =
1l suffit de voir que 2 3 < 1 ce qui est évident quand on développe : n? + % <
(n + 1) n+ 2)



n?+32n+3
2 2"
d) Avec ce qui précéde, pour tout x € [0,1], on a }llin% g(x + h) = g(z), donc g est continue en z;
—
donc sur [0, 1].

Comme z — — est continue sur 0, 1], alors par somme ¢ est continue sur ]0, 1[.

4) a) On a zp(x) =1 — l_ermfxg(x). Or:ll—%l—x 7;1—%1—&—37 = 0. Pour ilirbxg(x)fo
+oo 1 +oo
car g(z) = 2z 7;2 N1 Or 7;2 53 converge.

s 1
Ainsi, alclirb zp(z) =1et p(x) ~ e

-1 -1 -1
b) De la méme fagon, on a (z —1)p(x) = z - —&-1—l—iJr T~ (x —1)g(x). Et comme i1_>][1r11 T =

-1
lim — = 0 et que, 1a encore g(x) est bornée en 1, alors lim(x — 1)p(z) = 1, ce qui donne
z—1 1 + 1 r—1
plz) ~ —.
Partie B.

1) Pour tout (f,g) € E? et tout (A, ) € R?, on calcule

[T\f + pg))(x) = (N f + ug) (g) + (M + 119) (x;l)

(1 (5) e B0 (5)

= AT(N)(@) + p[T(9))(x)

Donc T est linéaire.
D’autre part, il suffit de vérifier que T'(f) € E, i.e. continue sur [0, 1].
2) a) Il suffit de vérifier que T'(ey) € Fi,.

Or [T'(ep)](z) = (e;C (g) + ex (x_;_l))) = %: + (x;—ikl)k = 2% (Zk: (f)xz—l—mk) qui est

bien combinaison linéaire des (e;);c[o,k[-
b) D’aprés ce qui précéde,

9 1 1 1 1
2 1 42 12kk 12n’n
0 1 4 (1) 2F 1) 2n 1)
1
0 0 1
2 1
0 2F 2n (Z)
0 :
2
0 o
c) Lamatrice est triangulaire, les valeurs propres sont donc sur la diagonale : Spec(T,,) = {2,1,1, 1,..., 551 }-

Les valeurs propres sont toutes distinctes et comme les sous-espaces propres sont tous de di-
mension au moins 1, on a bien ©7_,Vy, = F,.
3) a) On a ey € Ker(T' —21Idg) d’aprés ce qui précéde.
b) On a f(%)+ f(25t) = 2f(z9) = 2m. Mais comme f(z¢) est le minimum de f sur [0, 1], alors
f(2) > met f(2) > m. Ce qui donne bien f(%) = f(2%H) = m.
c) Il suffit de faire un récurrence en posant %> dans la propriété précédente.
d) Par continuité en 0 de f,on lim f (x—o) = f( lim xO) = f(0). Donc m = f(0).
n—+o00 n

n—-+oo 2N



e) De laméme facon en posant f(4)+f(25H) = 2f(21) =2M. Ona f(4) < Met f(25H) < M.
Donc f(%) =M.

Par récurrence immédiate, on a encore f(3+) = M pour tout n € N.

Par passage a la limite, ngrfoo f(32)=M <& f(0)=M.

f) Comme m = M, on a f constante.

Exercice 3.
1) a) AM = M2M = MM? = MA.
b) Si M est inversible, alors A = M? est inversible car A(M~1)? = M2(M—1)2 = 1.
Si A est inversible, alors A" A=1 & A 'M?=1 < (A"'M)M =1.Donc A~'M =
M1,
2) a) A2 = —I. On calcule le polynéme caractéristique : xa(X) = det(XI — A) = X? + 1. Ce
polynome n’admet pas de racine réelle, donc A n’est pas diagonalisable sur R.
, a’+bc =0
9 a“+bc ab+bd\ (0 1 ab+bd =1
b) M*=4 & (ac—I—Cd bc+d2>_<—l 0) < ac+cd = —1
be+d?> =0
En faisant Ly — Ly: a> —d*>=0 < (a—d)(a+d) = 0. Par disjonction de cas, on a
e Si a = —d, alors b(a + d) = 0 # 1. Contradiction.
e Si a =d, alors avec Ly + L3 : (b+ ¢)(a+ d) = 0 donc, soit a = d = 0, contradiction
d’aprés ce qui précéde, soit a # 0, auquel b = —c.
En conclusion, a =d et b= —c.

¢) On résout le systéme précédent et on trouve a® — b? = 0 et 2ab = 1. Ce qui donne a = b =

St

Donc
11 -1 -1
V2 V2 V2 V2

3) a) La matrice étant triangulaire, les valeurs propres sont sur la diagonale. Ici Spec(A) = {0}. Par
I’absurde, si A était diagonalisable, il existerait une matrice de passage P et une matrice diagonale
D constituée des valeurs propres (ici la matrice nulle) telles que A = PDP~! = (0) contradiction.

0 0 O
b) OnaM*=A%2= [0 0 0] et M®=A%2x A= (0).
1 00

c¢) Raisonnement classique : il suffit de considérer un vecteur u tel que fP~!(u) # Ogs. Il en
existe un car sinon, on aurait MP~! = (0), ce qui n’est pas vrai car p est minimal. On écrit une
combinaison linéaire Aou + A1 f(u) + -+ + AfP~(u) = Ops.

En composant par fP~1, on trouve Ao fP7(u)+ A1 fP(u) + - + AfPP 72 (u) = 0ps & Ao =0.

=0

Et par récurrence fini en composant successivement par fP~2, fP~3 .. .on trouve \; = 0 pour
tout ¢ € [0,p — 1].

Donc la famille est libre.
d) Donc la famille étant libre dans R?, elle est de cardinal au plus 3, ce qui donne p —1 <2 <
p < 3. Contradiction avec le fait que M* # (0).

Il n’y a donc pas de solution dans ce cas.

4) a) X? — 1 est polynéme annulateur. Les racines de ce polynéme contiennent donc les valeurs

propres, i.e. Spec(M) C {—1,1}.
b) e Soit z € Im(f — Id) N Ker(f —Id), alors f(x) = z et il existe y tel que f(y) —y = . En
composant par f, on trouve f2(y) — f(y) = f(z) < y— f(y) = 2. Mais f(y) —y = z, donc
r=—x & x=0.



5)

e Soit x € R™, on écrit z = %(az+f(x))+%(a:ff(ac)) On a %(erf(x)) € Ker(f —1d) et
5 (o= f(@)) € Im(f ~1d).

Donc les deux espaces sont supplémentaires.
¢) Onalm(f—1Id) = Ker(f+1d), donc les deux sous-espaces propres sont de dimensions maximales

et la matrice est diagonalisable dans une bas constituée de vecteurs de base de Im(f — Id) et de
Ker(f —Id).

€1 0 . 0

d) Elles sont semblables & 0 h | avec e, € {£1}.
: o0
0o ... 0 e,

a) Les valeurs propres étant toutes distinctes, tous les sous-espaces propres sont de dimension 1
et comme il y en a n, on &7, V), = R", d’ou la possibilité de diagonaliser A = PDP~!.

b) M2=A & (P'MMP=P'AP & (P'MPP'MP=P1'AP & N?=D.
c) Utiliser la question 1.

d) Non car on aura alors, e.g. \; < 0 et comme N est diagonale, on devrait avoir nj; = ;.
Contradiction dans R.

+v A1 0 0
e) Il suffit d’écrire N = 0 VA : et de composer par n’importe quelle
: 0
0 0 VA,

matrice de passage.

S g ¥ —



