ENSAI 2013
Exercice 1 :

[image: image1.png]1
Considérons la fonction f définic par : F@=E-D¥2

Donner I’ensemble de définition de £
Déterminer les limites de £ & droite de 1 eten +20.

Inu +1)
u

2) Donner un développement limité d’ordre 1 de auvoisinage de 0.

D) |
b) En déduire un développement limité d'ordre 1de ¢ *  au voisinage de 0.

©) Conclure le développement limité de f au voisinagede2:  f(x)= e{(xf D+o(x-2)

Montrer que f est prolongeable par continuité en 2 ct que f ainsi prolongée est dérivable en 2. On
donnera les valeurs de (2) ct de £12).

Etudier les variations de f.

Tracer Iallure de la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.




Exercice 2 :
[image: image2.png]E désigne I'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal 4 2.

£ est application qui & tout polynéme P de E associc le polynéme O défini par :
O() =@+ DPR) - (" - DP().

ce qui peut s*éerire : fAP)(X) = (X + DPX) - (X - DPX).

. Vérifier que f est un endomorphisme de E.
. Ecrire la matrice 4 de f dans la base canonique & = (1, X, X?) de E.
. Considérons les polynémes : O1()=(X-1), M) =X+17 X =X’-1

a) Vérifier que (Q1. O, 0s) constitue une base &' de E.
1) Montrer que 01, 0s et Os sont des vecteurs propres de f:
©) f est-elle diagonalisable ? f est-clle un automorphisme de E ?

. Déduire des questions précédentes I"écriture matricielle de 4" pour tout n = N¥.
. Pour tout n =« N*, onnote "

fefeo ..o f (nfois). Déterminer f* pourtout n = N*, puis £




Exercice 3 :
[image: image3.png]Soit f Ia fonction définie par : Ax) = p{ﬁ]

1/ a) Déterminer le domaine de définition D de f.

b) Déterminer les limites de £ aux bornes de D.

©) Montrer que f est dérivable sur D et calculer £ (x) pour tout x < D.

d) Déterminer les variations de f.

2/ Montrer que f réalise une bijection de D sur D et déterminer f>= £ f. En déduire £~

3/ Soit x un réel donné dans D et soit () la suite définie par : up = x et pour tout n = N, 4,y = flu,).
a) Justifier existence de u, pour tout n & N.

b) Pour tout n = N, caleuler tz, et i1 -

©) En déduire une condition nécessaire et suffisante pour que la suite (1;) converge.




Exercice 4 :
[image: image4.png]Soit 11 un entier au moins égal 4 6. On lance n dés parfaits. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de
résultats différents obtenus : ainsi (X = 1) est réalisé si tous les dés donnent 3 ; (X = 2) est réalisé si tous les
dés donnent 2 ou 5, ces deux valeurs étant obtenues chacunc au moins une fois ; ct ainsi de suite.

1. Pour tout 7 < {1, ..., 6} on désigne par X; la variable aléatoire indicatrice de I'événement 4, = « au moins un
dé donne le numéro 7 ». Déterminer la loi de X, , préciser son espérance ct sa variance.

2. Caleuler la probabilité de I'événement (X; = 0) ~ (X2 = 0). En déduire la covariance du couple (X; , X).

3. Exprimer X 4 I'aide des X, . En déduire Iespérance et la variance de X.




Exercice 5 :

[image: image5.png]Le nombre de personnes qui entrent dans un grand magasin un jour donné est une variable aléatoire X qui suit
une loi de Poisson de paramétre 7. > 0. Chaque personne qui entre dans le magasin a une probabilité p < 10, 1
de se faire voler son portefeuille. On suppose que les vols de portefeuille sont des événements indépendants.
On désigne par Y la variable aléatoire égale au nombre de personnes qui se font voler leur portefeuille dans le

grand magasin un jour donné.
1. Soit n € N*. Déterminer la loi de Y conditionnée par (X = ), préciser son espérance ct sa variance.
2. Déterminer la loi marginale de Y. préciser son espérance et sa variance.

3. On note Z =X — Y. Montrer que les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes.

4. Soient n et k deux entiers naturcls tels que k < n. Déterminer la probabilité pour que ce jour-la il y ait cu n
clients sachant que k portefeuilles ont été volés.




Exercice 6 :
[image: image6.png]Soient m ct n deux entiers naturels au moins égaux a 2.

Un stand de kermesse st constitué d'une enceinte comportant 1 portes numérotées de 1 . Une partie s
déroule de la maniére suivante : on dispose m souris dans I'enceinte, ct celles—i sortent toutes par une porte
quielles choisissent au hasard, de maniére équiprobable ct indépendamment les unes des autres. Une souris
qui sort par la porte n°  rapporte 7 points. Pour tout < {1, .., n}, soit X; la variable aléatoire égale au nombre
de souris qui choisissent Ia porte n° 7, et soit T e total des points obtenus lors d*unc partic.

1. Donner la loi suivic par X; , préciser son espérance ct sa variance.

2. On pose Y =X; + Xz . Que représente Y ? Donner la loi usuelle suivie par Y, préciser son espérance et sa
variance.

3. Caleuler la covariance du couple (X, , Xa), puis le cocfficient de corrélation r(X; , X») du couple (X; . X).
4. Exprimer T en fonction de X, Xz » s X, -
n j

5. On admet que ZZ@':%. Caleuler I'espérance et la variance de T.
f=t=i

6. Pour tout k = {1, ..., m}. on désigne par N; la variable aléatoirc représentant le numéro de la porte choisic
par la k-i¢me souris qui sort de I"enceinte. Déterminer la loi usuelle suivie par N , précisr son espérance ct sa
variance.

7. Exprimer T a I"aide des N, . Retrouver la valeur de I’espérance et de la variance de T.




Exercice 7 :
[image: image7.png]010

Soit f I'endomorphisme de R’ dont la matrice dans la base canonique (¢, . ;. e5) estA=|2 0 —1.
02 0

1. Montrer que £ =0z .

2. f est-il un automorphisme de R* 2

3. Montrer que (f*(es). fles). e:) est une base de R’.

4. Donner la matrice 4'de f dans la base définie au 3°.

5. 4 estclle diagonalisable ?

6. Montrer que si une matrice B’ commute avee 4, autrement dit si A'B' = B'4’, alors il existe trois réels x, y

xrou
et tels que B'=x1; +y4'+ 2 A" (on pourra noter : B {y s v]etmlmﬂulspmdms,m'aw').

ztw
7. Donner I'expression de B'? en fonction de I, , 4" et A",
8. Combien existe-t-il de matrices B telles que B> = +4 ?

9. Combien existe-t-il de matrices B telles que B> =4 2




Exercice 8 :

[image: image8.png]-1 -1 2
SoitA:[l 2 71].Onnatcrpl'mdnmnrphism:ch:RzdcmalriceAdans]abasccan(miqn:d:E.
2-13

1. Montrer que 4 admet les valeurs propres 1 et 2 et n'en admet pas dautre.

2. Déterminer les sous-espaces propres de ¢.

3. A esteelle diagonalisable ?

4. Soit v < Ker(o — Ids). Trouver w < E tel que o(w) =v +w.

5. Soit u & Ker(o — 2Idz). Montrer que (u, v, w) est une base de E.

6. Déterminer la matrice A’ de o dans la base (1, v, w).

7. Montrer qu'il existe une matrice diagonalisable B et une matrice N telles que :
N*=0;,BN=NBetN+B=4.

En déduire un procédé de caleul de A" pour tout n = N.




Exercice 9 :
[image: image9.png]Soit 7 un entier au moins égal 4 2, et soit P un polynéme de degré n a coefficients réels. On note Q le
polynéme défini par: Q=P+ P'+P"+..+ P".

1. Caleuler 0— 0",
2. En dérivant la fonction h définie par h(x) = Q(x)e™, en déduire qu'il existe unc constante réelle C telle que
pour tout réel x on a : O(x) = —e* jﬂ P()e™di +Ce* .

3. Soit g la fonction définic par g(x) = O(x)e™: quellc est la limite de g(x) quand x tend vers + 7

4. En déduire la valeur de C sous forme d"un intégrale généralisée.

5. On suppose que pour tout x = R on a P(x) = 0. Montrer que pour toutx € R ona Q(x) 2 0.




Exercice 10 :
[image: image10.png]On dispose d'une ume contenant une boule rouge et une boule blanche, et d'un stock illimité de boules rouges
et blanches.

On effectuc une suite de tirages avee remise dans I'ume de la boule tirée. Soit X Ia variable aléatoire égale au
rang du premicr tirage auquel on a tiré une boule blanche.

1. On suppose dans cette question que Ion ne rajoute aucune boule aprés chaque tirage, autrement dit que
T'ume contient toujours une boule rouge et une boule blanche. L'espace dépreuves O cst ainsi muni d'une
probabilité P; . Déterminer la loi de X pour P; , autrement dit donner la valeur de Py(X = K) pour tout k = N*.
Préciser l'espérance et la variance de X.
2. On suppose dans cette question quaprés chaque tirage dune boule, on rajoute une boule blanche dans
T'ume. L'espace d‘épreuves Q est ainsi muni d'une probabilité P; .

a. Pour tout 7 = N*, on note 4, I'événement « on obtient unc boule rouge au i-éme tirage ». Pour k = N¥,
exprimer I'événement (X = K) & Paide des 4, . En déduire la valeur de Px(X 2 ).

k
(k+1)!’

b. Montrer que pour tout k = N* ona Py(X=K) =

<. Veérifier que 'on définit bien ainsi pour X une loi de variable aléatoire. On pourra éerire k= (k+ 1)~ 1.
d. Préciser si I'espérance ct la variance de X existent, ot dans ce cas calculer leur valeur.

3. On suppose dans cette question quiaprés chaque tirage dunc boule, on rajoute une boule rouge dans I'ume.
Lespace d'épreuves Q est ainsi muni d'une probabilité P .

a. Déterminer la loi de X pour P; , autrement dit calculer Py(X = k) pour tout k = N*.
b. Vérifier que que l'on définit bien ainsi pour X une loi de variable aléatoire.

c. Préciser si I'espérance et la variance de X existent, et dans ce cas calculer leur valeur.




