Oral de ’ENSAI 2014
EN2D2 Thierry Sageaux

Exercice 1.
Soit f une fonction réelle de la variable réelle définie par : f(z) = e~ .
1) Montrer par récurrence sur n que pour tout n € N, il existe un polynéme P,, de degré n, dont le
coefficient du terme de plus haut degré est a,, = (—2)", tel que :

vz eR, f(z) = P,(x)f(x).

Veérifier que pour tout n € N et tout z € R, on a P,41(z) = —22P,(z) + P, (x).
2) Calculer explicitement P (x), Py(z) et Ps(x), et déterminer leurs racines.
3) Montrer que pour tout n € N, f (z) tend vers 0 quand z tend vers +o0o et quand x tend vers
—00.
4) a) Montrer par récurrence sur n que pour tout n € N*, f(®) s’annule en au moins n réels distincts.
b) En déduire que pour tout n € N*, P,, admet exactement n racines qui sont toutes réelles.

Exercice 2.

2z
dt
Soit f la fonction définie par la relation suivante : f(z) = /

et —t

1) Montrer que f(z) a un sens pour tout réel x.

2) Montrer que la fonction f est dérivable sur R, et calculer sa dérivée. Préciser la valeur de f(0).

3) Etudier les variations de la fonction f.

4) a) En étudiant les variations de la fonction g définie sur R par g(t) = et — ¢ — e?, montrer que
pour tout ¢ € [In4,4oc[, on a et — ¢ > ez.

b) En déduire que f(x) tend vers 0 quand z tend vers +oo.
. 1 1 1
5) a) Montrer que si < 0, alors pour tout ¢ € [2z,z], on a pr— < o < Ty
b) En déduire que f(x) tend vers —In2 quand z tend vers —oc.
6) Donner l’allure de la représentation graphique de f, le plan étant rapporté a un repére orthonormé.

On donne In2 ~ 0,7 et f(In2) ~ 0,4.

Exercice 3.
On considére ’endomorphisme f de R* dont la matrice dans la base canonique de R* est :

-1 -1 -1 1
-1 -1 1 -1
-1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1

M =

1) Justifier que M est diagonalisable.

2) Montrer que —2 est valeur propre de f et déterminer la dimension du sous-espace propre E_o
associé.

3) Calculer f(1,—1,—1,1). En déduire une autre valeur propre ainsi que le sous-espace propre associé.
4) Déterminer une base B de R* dans laquelle la matrice M’ de f est diagonale. Soit P la matrice de
passage de la base canonique de R* 4 la base B. Calculer M'2.

5) Calculer M™ pour tout entier naturel n.

6) On considére les suites (uy,), (v,), (w,) et (t,) définies par ug, vy, wo et o, ainsi que

11 mars 2015 1 Thierry Sageaux



Oral de ’ENSAT 2014

1

Up+1 = 1(_71/71 — Uy — Wy, + tn)
1

Un+1 = Z(_un — Up + Wy — tn)
1

Wp+1 = 1(—11” + vy — Wy — tn)

1
tht1 = Z(un —Up — Wp — tn)

Calculer u,, v,, w, et t, en fonction de ug, vy, wo, to et de n.
Que dire de leurs limites respectives ?

Exercice 4.
Soit n un entier naturel au moins égal & 2. Soit f un endomorphisme de £ = R" tel que :

1 £0p et f*=O0p.

1) a) Montrer qu'il existe a € E tel que f"~(a) # 0.
b) Montrer que, pour un tel réel a, la famille (f*~(a), f*~2(a),..., f(a),a) est une base de E.
Quelle est la matrice de f dans cette base?
2) Pour tout & € {1,...,n}, on note Fj le sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs
PN @), f172(@),e "M (a).
a) Déterminer la dimension de F.
b) Montrer que Fj, = Ker f* = Im f7~*.
c) Montrer que Fy, est stable par f, autrement dit, que pour tout « € Fy, on a f(z) € Fy.
3) Soit F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension k, stable par f et soit h la restriction de f & F.
a) Montrer qu’il existe p € N* tel que h?~! # OF et h? = Op.
b) Soit b € F tel que h?~1(b) # 0, que peut-on dire de la famille de vecteurs (b, h(b), ..., hP~1(b))?
En déduire que k¥ = Op.
c) Montrer que F' = Fj.
d) Déterminer tous les sous-espaces vectoriels de F stables par f.

Exercice 5.

A Tentrainement, un basketteur met le ballon dans le panier avec une probabilité p.
1) Soit N le nombre minimal de lancers que le basketteur doit faire pour passer le ballon dans le
panier. Par exemple, si le ballon est dans le panier au premier coup, N = 1. Donner la loi de N.
Donner son espérance et sa variance.
2) Soit n un entier naturel.

Maintenant, le basketteur compte le nombre minimal de lancers nécessaires, X pour mettre n
paniers. Donner pour tout entier k > 0, p(X = k).
3) Expliquer pourquoi X peut étre vu comme une somme de n variables indépendantes et identique-
ment distribuées dont on donnera la loi, I’espérance et la variance.
4) En déduire 'espérance et la variance de X.
5) Dans cette question, on prend n = 2. Retrouver la résultat de F(X) par un calcul direct a partir
de la loi de X trouvée a la question 2.

Exercice 6.
1) Soit a € R et soit X une variable aléatoire qui suit la loi uniforme a densité [a,a + 1].
a) Donner la densité f et la fonction de répartition F' de la loi de X.
b) Donner 'espérance et la variance de X.
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme a densité
sur [a,a + 1].
X1+ + X,

2) Pour tout n € N*, on pose Y,, =
n
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a) Déterminer I’espérance et la variance de Y5,.
b) Définir une variable aléatoire Z,, fonction affine de Y,, dont 'espérance soit égale a a.
¢) Donner la variance de Z,.
3) Pour tout n € N*, on pose M,, = min(Xy,...,X,).
On rappelle que la fonction queue @ de la loi X est définie par :

Ve eR, Q)=pX >z)=1-F(z).

a) Déterminer la fonction queue @ de la loi des variables aléatoires X,.
b) Pour tout n € N*, soit R, la fonction queue de la loi de M,,. Montrer que, pour tout z € R :

R () = (Q(z))".

c) En déduire la fonction de répartition G,,, puis la densité g,, de la loi de M,,.
d) Calculer 'espérance et la variance de M,,.
e) Définir une variable aléatoire N,, fonction affine de M,, dont I’espérance soit égale a a.
f) Donner la variance de N,,.
4) a) Comparer les variances de Z,, et N, quand n tend vers +oo.
b) La valeur de a vous est inconnue, et vous effectuez un grand nombre d’observations indépen-
dantes X1,...,X,, du résultat de la méme expérience donnant lieu & une variable aléatoire suivant
la loi définie au 1.
De quelle maniére procédez-vous pour estimer a avec la meilleure précision possible 7

7@0@7
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Correction Oral de PENSAI 2014

Exercice 1.
1) On pose donc (H,) : "il existe un polynéme P, de degré n, dont le coefficient du terme de plus
haut degré est a, = (—=2)", tel que Vz € R, £ (z) = P,(z)f(z)".
Initialisation : (Hy) est clairement vérifiée.
Hérédité : On suppose (H,,) vraie pour n fixé. On dérive f(")(x) = P,(z)f(x) pour obtenir

FOO(z) = Py(x) f'(x) + PL(x) f(x) = (—2xPu(x) + PL(x))f(x)

Prt1()

On a clairement deg(P,+; = deg(—2x) 4 deg(P,,) = n + 1 et de coefficient dominant —2 x (—2)".
Conclusion : La propriété est vérifiée au rang 0, elle est héréditaire, elle est donc vraie pour tout
n € N.

2) Py(z) = —2z (racine 0), Py(x) = 42% — 2 (racines %) et P3(z) = —8z® + 12z (racines iT\f et 0).

12, on peut se contenter de regarder la limite en +o0o. En utilisant

3) Compte tenu de la parité de e~

le fait que liril zhe=" = 0 (croissances comparées) pour k£ € N, on trouve en développant que
T—r+00
i (M) (z) =
P S () =0
4) a) On pose donc (H,) : "f™ s’annule en au moins n réels distincts".
Initialisation : (H;) est clairement vérifiée car P;(z) = —2x s’annule en 0.

Heérédité : On suppose (H,,) vraie pour n fixé. Donc f() s’annule n fois au moins en les valeurs
ay < -+ < ay. Ainsi, sur chaque intervalle (o, ag41] (1 <k <n—1), on a f qui s’annule et on
peut appliquer le théoréme de Rolle pour trouver n — 1 valeurs [, telles que f(”H)(ﬂk) =0.

De plus, on sait que wgmoo £ () = 0, donc on applique le théoréme de Rolle & 'infini sur

lintervalle | — 0o, ;] pour trouver Sy tel que f("*1Y(By) = 0. Idem pour trouver £, € [, +00].

On a bien trouvé n + 1 valeurs pour lesquelles la dérivée f(*+1) s’annule et (H,, 1) est vraie.
Conclusion : La propriété est vérifiée au rang 1, elle est héréditaire, elle est donc vraie pour

tout n € N*.

b) On utilise le fait que si f(™)(z) s’annule, cela signifie que P, (z) s’annule et non e > 0.

Exercice 2.

1) Comme €' >t + 1 pour tout ¢, on a e’ —t > 0, donc la fonction u : t — r est continue sur

et —
[z, 2%], donc intégrable. Ainsi, f(x) a un sens.

2) On pose U une primitive de u. On a alors f(z) = U(2z) — U(z). Comme U est dérivable par
définition, alors f aussi par composition avec une fonction linéaire et somme. Donc f'(x) = 2U’(2z) —

2
U'(z) = €2 — 2y et — g’

2(e* — _ (p2x _ 2 _ox (T 2
3) 1l nous faut le signe de f'(z) = (?ef” 2)(65: oy 2) = = e$§§e2j)2x) qui est positif. Donc

f est croissante sur R.
4) a) On commence par dériver g : ¢'(t) = e — 1 — %e%. En posant T = e2, cela donne 2¢/(t) =

1++/17
4

272 — T — 2. On trouve pour déterminant A = 17. Les racines sont donc T} = < 2et

R

T4 .

Donc sit > In4, alors T = ez > Tj. Ainsi, ¢'(t) est positif sur l'intervalle ¢ € [In4, +o00[ et g est
croissante. Il suffit maintenant de voir que g(In4) =4 —In4 —e™V4 =2 _-2In2=2(1 —In2) > 0
pour conclure que et — ¢ > e?.

T
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1

<
et —t

b) Par passage a 'inverse sur un intervalle ot les fonctions considérées sont positives, on a

1
— . On utilise ensuite la croissance de U'intégrale sur [x,2z] quand = > 0 (afin que 2z > z) et on

ez
obtient :

2t 1 =] 1/ .,
= S e f@< |57 e f@s5 (-
T ez 2 T 2
Or on sait f(x) > 0 car la fonction u est positive, donc lirf (z) est encadrée par 0 et
Tr—r+00
lim _71 (e‘m — e%w> = (0. D’ou le résultat par encadrement.
r—+00
5) a) On utilise dans un premier temps le fait que la fonction exp est croissante sur R pour écrire
que e?* < e! < e® Donc €?* —t < e —t < e® —t et par passage a I'inverse, pour tout ¢ € [2x, 7],
1 1 1
< .
er —t T et —t T e —1
b) On intégre l'inégalité précédente en faisant attention aux bornes qui ne sont pas dans le bon
sens cette fois :

2x 2x 2x
dt dt dt T - x T
L >L >L Sy & et = f(@) 2 [~ — 42

er —t et —t t
On étudie la partie de gauche (idem & droite mutatis mutandis) : [— In [e® —#[]2* = In|e® — 2| —
In|e® — 2z| = In|z|+In |% - 1’ —In|2z| —In 622—; - 1‘. Or lim In ’% - 1‘ =1In1=0. Idem pour
T—r—00
lim In 622—: - 1‘ = 0 et comme In|z| —In|22| = In|£| = —In2, on a bien par encadrement le
T—r—00

résultat demandé.

Exercice 3.
1) La matrice est symétrique réelle, donc diagonalisable.

1
2) 11 suffit de considérer le vecteur u = 1 . On a alors Mu = —2u. Donc —2 € Spec(M).
1
Pour chercher le sous-espace propre associé, on résout
x 0 r—y—z+t =0
yl |0 —x+y+z—1t=0 . B
(M +21I) 1= 1o = v bytr—t=0 & z=y+z-—t.
t 0 r—y—z+t =0
1 1
. , . . ) 1 0
Il s’agit donc d’un sous-espace de dimension 3 engendré par u, v = 0 et w= 1
0 0

3) On trouve f(1,—1,—1,1) = (2,-2,—2,2). Donc 2 est aussi valeur propre et le sous-espace associé
ne peut étre que de dimension 1 car la somme des dimensions des sous-espaces propres ne peut excéder
la dimension de I’espace total qui est de 4 ici. Il est donc engendré par le vecteur ¢ = (1, -1, —1,1).
4) On choisit une base de vecteurs propres B = (u,v,w,t). On aura alors

111 1 2 0 0 0
110 41 o =2 0 o0
P=11 01 21| @M=y o -2 0

100 1 0O 0 0 2
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Ainsi, M2 = 41.
5) On se base sur le calcul précédent pour affirmer M'? = 22P[ et M'?PT1 = M"?P M’ = 22P M.

Ainsi, en revenant & la base canonique du début, on trouve M™ = (PM'P~1)" = PM'P=PM'P=P.. . M'P~! =

PM™P~1L,
e Sin =2p, alors M" =2"PIP~1 =2"].
e Sin=2p+1,alors M" =2??PM'P~1 =2~ 1)/,
On peut aussi calculer

-1 1 1 3
2 2 -2 -2
112 -2 2 -2
1 -1 -1 1

pl=

mais c’est une perte de temps.

1
6) On pose X,, = {un,Vp,Wn,t,). On a alors X,, 1 = ZMXn et par récurrence immédiate : X, =

1
4—”M”X0. Donc
. 1 Uy .
e Sin =2p,alors X,, = %XO. Donc ug, = on e idem pour vy, wap et tap.
1

on+1 (—uo — vo — wo + to), Vopy1 =

2
e Sin =2p+1,alors X,, = —MXy. Donc ugp11 =

| i
2nﬁ(*ﬂ@ — Vo + Wwo — t()), ’U.)2p+1 = W(*UO —+ Vo — Wy — to) et t2p+1 = W(Uo — Vyg — Wy — to).

Exercice 4.
1) a) Par I'absurde, si ce n’est pas le cas, alors f"~!(a) = 0 pour tout a et donc f*~! = Op.
b) Si la famille en question n’est pas une base, alors il existe une combinaison linéaire non triviale
n—1
telle que > apf*(a) = 0. Soit ko U'entier le plus petit tel que oy, # 0, alors en composant par
k=0
frko=1 on trouve

n—1

S apfrRotk(g) = 0.

k=0

Tous les termes de la somme sont nuls excepté le premier (pour k = ko) qui donne oy, f*~!(a) =
0. Et comme f"~!(a) # 0, alors ay, = 0. Contradiction avec le fait que ag, # 0.
La matrice de f dans cette base est

0 1 0o ... 0
0 1 0
0 0
0 1
0 0

2) a) On adéja vu que les éléments de cette famille sont libres car il forment une sous-famille de la base
précédente. Donc la dimension de F}, est le nombre d’éléments de f"~'(a), f"~2(a),...,f" *(a),
soit dim Fj = k.

b) 1l est clair que F;, C Ker f* et Im f*~% C F,. D’aprés le théoréme du rang, dim Ker f* +
dimIm f* = n. Or dimKer f* > dim F, < dimKer f* > k et dimIm f* < dimF,,_, <
dimIm f¥ < n — k. Donc il y a égalité et on a bien Fj, = Ker f* et de méme, Fj, = Im f"*,

c) 11 suffit de calculer I'image de chacun des générateurs : f o f"~(a) = 0, f o f""%(a) =
" Ya),...f o f**(a) = fP~**1(a) qui sont tous dans F). Donc F}, est stable.
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n—1
3) a) On prend un élément non nul de F qui s’écrit b= Y f*(a) en utilisant la base précédente. Si

k=0

p=1,0n a h®(b) =b# 0 et on a trouvé une valeur pour p.

b) En utilisant le méme raisonnement que dans la question 1.2, on trouve que la famille est libre.

Et de méme, h*(b) = 0, donc h* = OF.

c¢) On déduit de la question précédente que f*(F) = {0}. Donc F C Ker f* = F},. Mais comme ils

ont la méme dimension, il sont égaux.

d) Les sous-espaces vectoriels de E stables par f sont donc les Fy, pour 1 < k < n.

Exercice 5.
1) 1l s’agit de la répétition de schémas de Bernoulli indépendants et on s’arréte au premier succes,
donc N suit une loi géométrique sur N*.
2) La loi est maintenant une loi de Pascal P(n,p) et p(X = k) = (¥71)(1 - p)¥ — np™.
3) On Utilise la preuve du cours en posant Z; la variable aléatoire donnant le nombre d’essais néces-
saires pour obtenir ¢ succes. On a alors X = (Z,, — Z,—1) + (Zn-1— Zn—2)+- -+ (Zo— Z1)+ Z;. Or
Z; — Z;_1 suit une loi géométrique sur N* de parameétre p.

1—
4) Voir cours : E(X) = D et V(X) = 7"(7229)
p p
5) Dans ce cas, on a la probabilité que X = k qui vaut p(X = k) = (*] 1)p2qk 2= (k—1)p*gF2
car il faut un succés avant le second qui est au rang k. Ainsi, E(X) = Nhr}: Z kp(X = k). On fait
— OO fo—=

comme d’habitude.

= 2gk—2 k—2 2p° 2

3 k(X =) = 3 bk = 102 = 3 k= ) = s =2
k=1 V)

k=1

Exercice 6.
1) a) La fonction a densité est f(x) =1siz € [a,a+ 1] et f(x) = 0 sinon.
La fonction de répartition est Fi(x) =z —asiz € [a,a+ 1], F(z) =0siz < aet F(x) =1si
x> 1.

1 1 1) —a)? 1
b) Avec le cours, on trouve E(X) = atatl_ t V(X) = w =15

—e
2 n2
2) a) Par la linéarité de 'espérance, on a E(Y,) = Z E(Xy)=a+ ok Pour la variance, comme

1

n g
n

les variables sont indépendantes, la covariance deux & deux est nulle et V(Y,,) = — > V(Xj) =
n” k=

1 n 1
— X = = —.
n?2 12  12n

1
b) 1l suffit de prendre Z, =Y, — 3
1

d Z,)=V(Y,) = —.

¢) On a donc V(Z,) =V (Y,) Ton

3)a) OnaQ(z) =1—-F(
b) On a (M, > k) =
(Q(z))"-

c) Ainsi, Gp(z) =1 - Ry(z) =1 — (Q())" et gu(z) = Gh(z) =n(l+a—z)" ! siz € [a,a + 1]
et gn(z) = 0 sinon.
d) On a par définition

)=14a—zsiz€la,a+1],Q
(X, > k). Donc Rn(z) = p(My = k) = [ p(X,

1 p=1 p=1

8

ﬁj:

a+1 a+1
E(Mn):/ tgn(t)dt:/ nt(1+a—t)"dt.
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Avec le changement de variable © = 1 + a — t, on obtient :
0 1 1
E(M,) = n/ (14 a —uw)u" "' (—du) = n(l + a) / u" " tdu — n/ u"du
1 0 0

Ak un 1t n
0 0

n

e) Il suffit de prendre N,, = M,, — 1 + et la linéarité fait le reste.
n

f) La variance de N,, est la méme que celle de M,, par linéarité. On commence par calculer le

moment d’ordre 2 :

E(M?) = /
a o )
= —n/ (1+a—u)u""tdu= n/ (1+a)Pu" ' —2(1+a)u" +u") du

1 0

a+1 a+1
t2gn (t)dt = / nt*(14a —t)" " tdt

n(l+a) n
+ )
n+1 n+2

2
)
(gt

n+1 (1+n)? (n+2)(n+1)2

1 2, n 1 n+1 nt+271
. (14 a)*u _2( +a)u Lu C(4a)? -2
n n+1 n+2],

Donc

V(N,) = V(M,) = E(M2) — E(M,)? = (1 + a)? — 2”511;&) + - Z - ((1 ta)—

n
n

:M_Qn(l/—f—/cff+ n

n+1 n+2

4) a) Elles tendent toutes les deux vers 0.
b) Les deux variables aléatoires Z,, et N,, sont des estimateurs sans biais de a car leur espérance

est bien a. Il reste & voir lequel est le meilleur. L’erreur quadratique moyenne est donnée par
E[(T — a)?] = V(T) + (E(T) — a)? si T est l'estimateur considéré. Or ici E(T) — a = 0, donc
le meilleur estimateur est celui qui a la plus faible variance. A partir de n > 8, on trouve que
V(N,) <V(Z,). Donc il vaut mieux prendre N,, dans ce cas.

—DOD—
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