ENSAI Complément 2013
Exercice 1 :
[image: image1.png]Sur R[], on pose : (P, Q) = [; P()Q(t)dt.

1/ Montrer rapidement que @ est un produit scalaire sur R[X].
On notera alors : @(P,Q) = P|Q.

2/ Existe-t-il un polynéme 4 de R[X] tel que : VP € R[X], P|4 = P(0)?




Exercice 2 :
[image: image2.png]1/ Déterminer tous les endomorphismes diagonalisables qui n’ont qu’une valeur propre.

2/ Déterminer tous les endomorphismes diagonalisables f vérifiant f2 =
3/ Soit E un espace vectoriel non réduit au vecteur nul et f un endomorphisme de E nilpotent
dordre p (p 22), clest-a-dire tel ue Vn = p, f" =0 et fP~1 0.

Montrer que f n’admet qu’une seule valeur propre que I'on précisera.




Exercice 3 :
[image: image3.png]1/ On considére ’équation x; + x; =n, avec n € N. Combien a-t-elle de solutions (x;, x,) avec
X, %, EN?

2/ Méme question avee x; +x, + X3 =

3/ Plus généralement, montrer que I'équation x; +-+~+x, =n 0l p € N* est fixé, posséde

exactement (" ;f; 1) solutions dans N?

On rappelle le résultat suivant : Pour tous entiers 7 et p tels que n = p

2061




Exercice 4 :
[image: image4.png]Soit X; et X, deux v.ar. indépendantes qui suivent la loi géométrique de paramétre p € ]0; 1[.

Soit A (}‘{,‘ ; ) Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable 2
[y




Exercice 5 :

[image: image5.png]On dit qu’une variable aléatoire suit la loi de Cauchy de paramétre a > 0, si une densité f de Xest
définie sur R par :

a
o= (@ + 5"
1/ Vérifier que fest bien une densité.

2/ Montrer qu’une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy n°a pas d’espérance.




Exercice 6 :
[image: image6.png]1. Montrer szo,x—ésln(nx)sx
5 (L
2 Endéduire lim [T|1+-5 |-
=y
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Exercice 7 :
[image: image7.png]Soit (a,) la suite définie par ag=2, a1 =3 et ¥ 71 € N : Gy = Gy + 6a,. Discuter selon x € R la

=
nature de la série 3", x" . Calculer sa somme quand elle converge. Méme question pour la série
=1

X
Sais




Exercice 8 :

[image: image8.png]2t
On considére Ia fonction f définie par flx) = J" ert

1. Donner le domaine de définition D de f.
2. Montrer que f est dérivable sur D et calculer sa dérivée.

3. Déterminer la limite de f{x) quand x tend vers +<o.




Exercice 9 :
[image: image9.png]Soit £ un endomorphisme de R’ différent de I'endomorphisme nul O et tel que °= Of

1. Montrer que f est de rang 1.

2. Montrer qu'il existe une base de R® dans laquelle la matrice de f est 4=

oo
o oo
o o~




Exercice 10 :
[image: image10.png]Soit (X, Y) un couple de v.a. & valeurs dans N x N. On suppose que

K

VikeN PX=jnY=H= —5
FEENPE=Y=D=rrrm

1. Calculer la valeur de K. On pourra considérer la variable aléatoire Z = X + Y et calculer P(Z = n)
pour tout n & N.

2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes 2
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