Programme de Khélle n°18 (semaine 7) ‘

Espaces vectoriels - Matrices - Déterminants

EN2D2 Thierry Sageaux, Lycée Gustave Eiffel.

ESPACES VECTORIELS : Définition - axiomatique. Déterminer un systéme générateur, une base d’un
sous-espace vectoriel. Familles libres, familles liées. Somme directe. Sous-espaces supplémentaires. Tout type
d’espace : R?, RV, RE,

Applications linéaires. Définition, détermination du noyau, de 'image. Théoréme du rang.

MATRICES : Déterminer une matrice associée a une application linéaire. Calculs matriciels. Calcul du
rang, de la transposée, de I'inverse, de la puissance n'®™e.

DETERMINANTS : Tout type de calcul.

Exercices préparatoires :

Exercice 1.
Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R?.

D={(z,y) eR?, 2+2y=0} et A={(z,y) €R? 22 +y=0}.

Exercice 2.
Soit E = RN I’ensemble des suites réelles. On définit ¢ sur E par p(u) = v telle que

Ug + U+ -+ Uy
n+1 '

vneN, v, =

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2) Montrer que ¢ est bijective de E dans E et déterminer ¢!,
3) Déterminer Ker(p — 1 1dg).

4) Soit F I’ensemble des suites croissantes éléments de E. Est-ce un sous-espace vectoriel de E'?
5) Montrer que F est stable par ¢ ?

Exercice 3.

Soit f 'application linéaire liée & la matrice
-1
A =

=
N = = O

1
0
1

1) Préciser les espaces de départ et d’arrivée de f. Exprimez f(z,y, 2).
2) Déterminer le rang de f, une base de Ker f et une base de Im f.
3) On consideére le systéme de deux équations & quatre inconnues :

{X+2Y—T:O
X+Y-Z=0"

On note S I'ensemble des solutions de ce systéme. Montrer que S est un sous-espace vectoriel de
R* de dimension 2.
4) Montrer que Im f = S.
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Solutions des exercices

Exercice 1.
. i R r+2y=0
On trouve facilement A N D = {Og2} en résolvant le systéme Yty =0

Pour montrer que D + A = R?, on essaie de résoudre
x '\ (X —2y Z \ (X ¥ —2y=X
<y>+<y>“(y> < < y>'+(—2ﬂ>_'(Y> < {y—Zﬂ::Y
—— N
€D N

. ot o z\ _ 1 [(-4X -2V '\

ce qui donne -3z’ = 2Y + X et —3y = Y + 2X. Donc <y>_—3<Y+2X et ) =
1 X +2y
—3\—2X —4Y

Exercice 2.
1) 11 est clair qu’ainsi défini, (v,,) est une suite réelle, donc un élément de E. Voyons si ’application

est linéaire.
Soient (u,u’) € E% et (\,p) € R?, alors Au + pu’ = (Auy, + pul, ) nen et

(g + paup) + (s + o) + - + (et + pt)

A N =
(p(hu + pu')) - ol
Uy + U+ -0+ Uy Ug +uy + -+ u, ,
A = n n-
1 ] (o(u))n + pp(u’))

Donc ¢ est un endomorphisme.
2) L’espace F étant de dimension infinie, on ne peut utiliser le théoréme du rang comme a 1’accoutu-

mee.

Injectivité : Si (v,) = (0), alors on cherche les (u,) telles que p(u) = Og. Soit a résoudre

to ¥ —:1 U 0 pour tout n € N. En fait, on procéde a une récurrence triviale : au rang
n

0, Ozfl =0 & wu =0 Aurang?2: uo—;—ul =0 <& wu; =0carup =0 et ainsi de suite. Donc

u, = 0 pour tout n € N.
Surjectivité : Soit (v,,) une suite donnée. On construit (u, ), son antécédent de la fagon suivante,

n—1
pas & pas : ug = vg, up = 201 — Ug, - . Up = (N + Vv, — > ug.
k=0

Donc ¢ est un automorphisme.
3) On écrit les premiéres équations du systéme infini & résoudre :

U —%uon & ug =0,

Up+ur U
— — & wup quelconque

2
W—%:O & Uy =2y

ug +ur +u2 +u U
otur+ 2+3,73:(] < 2uz=2ur+2uz & uz=3u

4 2

Plus généralement, 2(u; + ug + -+ - + up—1) = (0 — 1)u,, (récurrence triviale).
En fait, on remarque que u,, = nu; et en remplagant dans 1’égalité précédente, on prouve I’hérédité

2w +2u1+...(n—Dw) =mn—-Nu, < Zuljﬁ/;rm =m—~Ttu, < u,=nu.



Ainsi, (u,) € Ker(p — 11dg) & w, = nuy, Vn € N. Autrement dit, Ker(p — $Idg) =

Vect((n)nen), la suite des entiers naturels.
4) Non car si (uy) est croissante strictement, alors (—u,,) n’est pas croissante.
5) Il faut montrer que (v,) est croissante.
u0+...+un+1 u0++un n

— — = ]_ n — — — = Uy = n —
nt2 n+l (n 4 Dttns1 = o = s “ kgo(u +1 7 k)

vn+1 — Un

Mais comme (u,) est croissante, on a up41 > Uy > -+ > ug > ug. Donc u,4+1 — ur > 0 pour tout
k€ [0,n] et v,p1 — vy > 0.

Exercice 3.
1) Par définition, la dimension de ’espace de départ est 3 et celle de l'espace d’arrivée est 4. Donc

f:R® — R4

T—y 1 -1 0

+z 0 1 1

Ona f(z,y,2) = i—!—z =zl +y 0 +x 1
T +y+2z 1 1 2

2) On remarque que la colonne 1 additionnée & la colonne 2 donne la colonne 3. Donc en no-
tant (e1,e2,e3) une base de R, on a f(e1) + f(ea) = f(es). Ainsi, Vect(f(e1), f(ea), f(e3)) =
Vect(f(e1), f(e2)) et comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, il s’agit d’une base de l'image
et dimIm f =rg f =2.

Pour le noyau, on peut chercher & résoudre le systéme comme d’hab, mais il y a plus futé. Le
théoréme du rang nous fournit la dimension de I’espace cherché :

dimKer f = dim R3 —dimIm f < dimKerf=3-2=1.

En reprenant la relation trouvée précédemment, on a f(e1) 4+ f(e2) — f(e3) = Oga et par linéariteé,
fler+ea—e3) = Ogpa. Ainsi e; +e3 — ez € Ker f et comme le noyau est de dimension 1, il est engendré
par ce vecteur.

Donc Ker f = Vect(e; + e3 — e3).

3) Aucune difficulté pour montrer qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel.

On obtient
X+2Y -T=0 {T:X—i—ZY
(XY, ZT)eS <& {X+Y—Z:O = Z— X4V

X

- Y- Y
Z| | X+Y
T X+2Y
X 1 0
Y 0 1

& 7 =X 1 +Y 1
T 1 2

D’out S de dimension 2 engendré par les deux derniers vecteurs car ils sont indépendants.
4) 1l suffit de montrer que les deux vecteurs u = (1,0,1,1) et v = (0,1,1,2) sont dans 'image de f.
Or ce sont précisément les images de e; et de es.
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