Feuille d’exercices n°15

Extrema

EN2D2 Lycée Gustave Eiffel.

Exercice 1. d
Déterminer les extrema sans contrainte des fonctions suivantes sur R”.

1) f(z,y) = 5z% + 2y —2zy +4x — 2y + 1. 6) f(z,y,2) = 22 —2xy+2y? +2y+22—42+5.
2) f(z,y) =a* +y —2(x —y)% 7) flx,y,2) = o* — 222y + 2y% — 2yz + 222 —
3) f(z,y) =% —y3 +aa:y 4z + 5.

4) f(x,y) = e72a y"—Sa—dy), 8) f(z,y) = z*yIn(1 +y?).

5) f(z,y) = (a2 +y2)e~ "), 9) f(z,y,2) = (v +22)e" 14D,

Exercice 2. d
Déterminer les extrema avec contraintes des fonctions suivantes :
r+y—2+2=0
x4+2y—2z+5=0"
8—x—y—22=0
2) f(x,y,2) =4Inz + 2y + 8z sous { 1 —ly—2=0 -

1) f(z,y,2) = 23 + yz? sous

5) f(z,y) =94 x — 2y sous (z,y) € [1;2] x [2_,4]
22 +1y2 +22=6

r—y—z=0
r+y+2z2=0
7) flx,y,2) = 2%y +22 +y? — 2z sous{ 2yt =1

8) f(z,y) =In(x —y) sous 2% + y? = 2.

Exercice 3. J

Montrer que e*~¥ = 1+ 2 +y définie implicitement y en fonction de 2 au voisinage de (0,0). On aura
alors localement y = ().
p(x)

x2

Calculer lim
z—0

Exercice 4. ¢
Etude des extrema de

Exercice 5. o
Etude des extrema de f(x,y,2) = 232 + y® — 322y — 222,

Exercice 6. o
On pose g(z,y) = xze¥ + ye*. Montrer qu’un point critique (xo,yo) verifie zoyo = 1 puis que zo +

_ 1 . e _1
€™ 70 = 0 et en déduire zg = —1 en étudiant x — = + e* 7=,

Exercice 7. o
22 2
Déterminer les extrema de f : (z,y, 2) — xyz avec T + 3 +22=1.

S g ¥ —
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EN2D2 - Lycée Gustave Eiffel Extrema

Solutions des exercices

Exercice 1.
1) Point critique en (3, £). Les paramétres de Monge sont (, s,¢) = (10, —2,4). Donc A = 4(s? —rt) =
36 > 0 et le point correspond & un minimum local.
2) Les points critiques sont (0,0), (v/2,—v2), (=v/2,v/2). En (0,0), on a A =0 et f(h,h) > 0 alors
que f(h, %) < 0, donc il s’agit d’un point col.

Pour les deux derniers points, on a A = 384 > 0, ce qui donne un minimum local.

3) Points critiques en (0,0) et (5, 3*). Les paramétres de Monge sont respectivement (r, s,t) = (0, a,0)
et (2a,a,2a). Donc A = 4(s? — rt) = —a? pour le premier et A = 3a® pour le second...
4) Point critique en (2,2). Les paramétres de Monge sont (7,s,t) = (,,). Donc A = 4(s? —rt) = 32¢*®
et 7 < 0 donc il s’agit d’'un maximum local.
5) Points critiques en (0,0), (1,0) et (—1,0). Les paramétres de Monge sont respectivement (r, s,t) =

(2,0,2) et (r,s,t) = (—4e~1,0,—4e~ ') pour les deux derniers. Donc 7t — s = 4 pour le premier
(minimum car r > 0) et rt — s = 16e~2 pour les deux autres (maximum car 7 < 0).
2 -2 0
6) Point critique en (—1,—1,2). La matrice hessienne est M = | =2 4 0 ]. Son spectre vaut
0 0 2

Spec(M) = {2;3 4+ v/5;3 — v/5}. La signature de la forme quadratique associée est sgn(Qas) = (3,0).
Donc il s’agit d’un minimum.
7) Points critiques en (0, %, %), (£v/2,2,2). La matrice Hessienne est
4322 —y) —dx -2
—4x 4 0
-2 0 4

e Pour (0, %, %), on trouve la forme quadratique associée %S(x + %2)2 +4y% + 1—2122 qui est de
signature (2,1). Donc il s’agit d’un point col.

e Pour (£/2,2,2), la forme quadratique est de signature (3,0) & chaque fois, ce qui correspond
a deux minima.

8) Les points critiques sont en nombre infini et correspondent aux deux axes (z = 0) et (y = 0).

e Pour les points de ’axe des ordonnées, les paramétres de Monge donnent (2yIn(1+1%2),0,0),
la forme quadratique est de signature (1,0), elle est donc semi-définie positive et on ne peut conclure
directement. Or f(0,y) = 0 et f(x,y) — f(0,y) = 2%y In(1 + y?) est toujours du signe de y. Ainsi, si
y > 0, il s’agit d’'un minimum et si y < 0, d’'un maximum. En revanche, si y = 0, on a un point col
car le signe dépend de celui de y.

e Pour les points de ’axe des abscisses, les paramétres de Monge sont tous nuls. On décide de
faire un développement de Taylor & 'ordre 3 :

fl@,y) = f(2,0) + < grad(f), (z,y) >+ (x,y) Hess(f) (x,y)
=0 =0 =0

*f 3 >’f 2 >*f s, Of 3 3
+ (8;103 (z,0)z +38x28y(ﬂs,0)x y+36wy2 (z,0)zy” + o (z,0)y ) + 1@, ", y)I])-
e . . >*f 2 Ao
Or toutes les dérivées partielles secondes sont nulles en (z,0), a part F(az,O) = 6z“. Ainsi,
Y

localement en (z,0), Pexpression de f(z,y) est

f(,y) = 62%y* + o(|| (2, y)I).

qui n’est pas de signe constant. Il ne s’agit donc pas d’un extremum quelle que soit la valeur de x.
9) Un seul point critique en (—1,0,0). On calcule alors la Hessienne ce qui donne
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EN2D2 - Lycée Gustave Eiffel Extrema
et 0 0
0 2t 0
0 0 4e !

Donc la forme quadratique est définie positive et il s’agit d’un minimum.

Exercice 2.
1) On a f(1,y,y+3) = 4>+ 6y> + 9y + 1. Et comme f'(y) = 3(y + 1)(y + 3), on trouve un minimum

n (1,—1,2) et un maximum en (1, —3,0).
4) Minimum =2 en (52, 32.

5) a lintérieur, c’est vide. Au bord, un max en (2,2) qui vaut 7 et un min en (1;4) qui vaut 2.

=3 1
8) lagrange au point critique (1; —1). La matrice hessienne donne HessL = < i _43>
1

grad g(1;—1) = (2;—2) donc hy = ha. et Qu(h) = (h,h) mais Hess(h,h) = —h? < 0 donc un
maximum.

Exercice 3.
Il faut penser & un DL d’ordre 2 :

o) =100+ (1) (1) + o Hess; .01 (1) + e Pl
ce qui donne

2z =) + @) Pl @ p)l)-

erV=14+z—-y+

2
Comme y = ¢(z), on a lin%) p(z) =0.
Tr—r
ey _q _
De plus, lim A migo(x) =1-lim M
z—0 x z—0 x z—0 T

Exercice 4.
Deux points critiques : (1,0) avec deux val pp positives donc minimum local et méme global. Et
(e=2,0) point col.

Exercice 5.

Points critiques : (0,0,0) vp 0 et —2. or (0, h,0) = h? de signe variable, donc un point col.

(=2, -2, —2) vp diff avec Taylor : f(—2+ H) — f(—2) = 18(hy + 22F2)2 — 8(hy + %2)2 — ThZ indef
point col.

Idem avec (2,2,2).

Exercice 7.

lagrangien : point critique (0,0, ), (0,£v/3), (2¢,0,0) avec A = 0 implique col.

Si A # 0 alors xyz #£ 0 et (2\—[ €1,€9, ?53) soit 6+8=14 points critiques.

fla+ H) — f(a) = e1e2e3(e1 +82% +e3hs)? + ||H||?e(H). donc max 2 si e169e3 = 1 et minimum
—92 . _
5 sl ejegez = —1.

—DOD—
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