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« Wir müssen wissen, Wir werden wissen. » épitaphe de David Hilbert. 

	Edito : Cette fois, nous vous proposons un peu de géométrie, mais ne vous effrayez pas, de la géométrie ludique. On parlera de l’insuffisance du résultat mathématique dans le domaine des transformations de polygones et de polyèdres. Nous donnerons un bref aperçu de la vie de Hilbert, véritable figure de proue de son siècle avec ses 23 problèmes. Et nous finirons par une certaine idée de l’axiomatisation.

 
Bonne lecture,


   Prof (pas Atchoum !)

Dissection

    Si vous avez déjà joué au Tangram, vous vous êtes déjà confrontés à la transformation de polygones. La multitude des figures possibles avec ce jeu tient plus de la combinatoire que de la géométrie et nous allons nous intéresser à une variation sur le thème des transformations. Par exemple, comment feriez-vous pour transformer cette croix (constituée de cinq carrés) en un carré justement, et ce en n’utilisant que des découpes linéaires ? Quand on y réfléchit un peu, ce n’est pas si facile que ça, et pourtant, il suffit de deux coups de ciseaux !

   La situation peut devenir fort compliquée avec des figures pourtant très élémentaires. En effet, étant donné un triangle (prenez-le équilatéral si vous voulez), d’aire donnée, comment, en le découpant par des droites, peut-on le transformer en carré (de même aire évidemment). Allez-y, essayez ! Vous pouvez même compliquer le problème en demandant que l’assemblage puisse se faire avec charnière : ce qui permettrait de faire par exemple une table transformable ! (réponse au dos)    
	   Les mathématiques bouclent le problème de la transformation sus-décrite dans le plan grâce au théorème de Lowry-Wallace-Bolyai-Gerwein qui dit que deux polygones peuvent être transformés l’un en l’autre par dissection polygonale si et seulement si ils ont même aire. (la condition suffisante est la plus difficile bien sûr). La dissection polygonale consiste à découper suivant les côtés d’un polygone (nombre fini de côtés donc) et il est facile de voir qu’une dissection polygonale peut se ramener à un nombre fini de sections linéaires.

   Il est à noter que si le théorème dit ‘c’est possible’, il ne dit pas comment. En fait, la preuve est constructive mais pas minimale. Ainsi, si l’on revient à la transformation du triangle en carré en demandant de la faire en un minimum de coup, on ne sait pas, a priori combien il en faut. Néanmoins, ce théorème suffit aux mathéma-ticiens pour terminer l’étude et les cas particuliers deviennent des jeux pour l‘esprit.

   Mais voyons un peu plus loin: qu’en est-il de l’espace ? Eh bien le passage à la dimension 3 change entièrement la situation. D’abord, en dimension trois, il n’existe aucun théorème général équivalent à celui du plan. On sait au contraire, depuis presque un siècle, que certains polyèdres ne sont pas transformables par dissection polyédrale en d’autres : un tétraèdre en cube par exemple.

La décomposition par dissection polyédrale du tétraèdre régulier était l’objet du troisième problème de Hilbert en 1900, (voir l’article sur Hilbert qui suit). Ce troisième problème a été résolu le premier : avant la fin de l’année 1900, Max Dehn avait associé un nombre à chaque polyèdre et montré que ce coefficient ne change pas quand on procède à une dissection polyédrale. Cette propriété        d’invariance      du
	coefficient (appelé invariant de Dehn) implique que deux polyèdres qui n’ont pas le même invariant ne sont pas décomposables par dissection polyédrale l’un de l’autre. En calculant l’invariant de Dehn des cinq polyèdres réguliers (tétraèdre, octaèdre, cube, dodécaèdre et icosaèdre), on constate qu’ils sont tous différents, et donc aucun découpage en polyèdres plus petits ne permet de passer de l’un à l’autre. Il reste donc à démontrer que deux polyèdres ayant le même invariant de Dehn sont transformables l’un en l’autre…

   En outre, le passage à la dimension trois change notre perception mathématique des choses et tient parfois de la magie. Si l’on ne regarde que l’aspect ensembliste de la transformation en oubliant la dissection polygonale, alors qu’à deux dimensions, la transformation conservait les aires, il n’est plus vrai qu’une telle transformation transforme un polyèdre en un autre de même volume !! En effet, et c’est le paradoxe de Banach-Tarski, une sphère peut être décomposée en un nombre fini de morceaux, qui, une fois déplacés (sans déformation) se recomposent en deux sphères identiques à la sphère de départ ! Vous partez d’une sphère en or et, par cette transformation, vous doublez son volume : vos problèmes de fin de mois sont résolus.

   Plus généralement, une sphère peut être transformée en un cube quels que soient les volumes de la sphère initiale et ceux du cube final. Plus fort encore, si deux parties A et B de l’espace sont de taille bornée et contiennent chacune au moins une sphère de rayon positif, alors on peut décomposer A en un nombre fini de morceaux qui, après déplacement, reconstitueront B.

Ces découpages paradoxaux, découverts en 1924 par Banach 
	et Tarski choquent profondé-ment le sens commun ; pourtant, il n’y a pas de paradoxe au sens strict : aucune contradiction n’est introduite dans la théorie mathématique des ensembles. Ils ne correspondent pas à nos attentes intuitives, c’est tout.

   En fait, il a été démontré que de tels découpages reposent sur ce que l’on appelle l’axiome du choix. Qu’en serait-il alors d’une théorie des ensembles sans cet axiome du choix ? Eh bien K.Gödel a prouvé dans les années 50 que la théorie des ensembles avec l’axiome du choix est contradictoire si et seulement si, la même théorie sans l’axiome du choix l’est. 

De deux choses l’une : ou tout ce qui nous entoure est faux, ou notre perception de ce qui nous entoure est mauvaise. L’astrophysique semble pencher pour cette dernière... à méditer !

David Hilbert
 Hilbert naquit à Konigsberg le 23 janvier 1862. Il y mène une vie paisible (il faut dire qu’il est le seul garçon de la famille) et passe son abitur sans plus d’éclat. Il s’inscrit ensuite à la petite université de Konigsberg pour suivre les enseignements du mathématicien Jacobi et du physicien Neumann. Ces deux personnalités contribuèrent à attirer des savants de grandes qualités tels que Weber, le génial Hurwitz (Hilbert restera subjugué par ce talentueux aîné de trois ans) ou encore Lindemann (connu pour sa preuve de la transcendance de ( : i.e. ce nombre n’est pas racine d’un polynôme à coefficients entiers). Il soutint sa thèse en février 1885 sur le thème de la théorie des invariants (une branche de la théorie des nombres-voir article sur les dissections). C’est seulement à partir de là qu’il voyagea un peu  à Paris et Berlin pour rencontrer des mathématiciens illustres tels que Klein, Jordan ou Poincaré. Mais 


	la guerre de Prusse et un caractère chauvin mirent fin à toute la collaboration. Durant ce temps, il se forma à sa chère université de Konigsberg en enseignant les thèmes les plus variés. 

   En 1888, une série de rencontre avec Klein portèrent leurs fruits pour une avancée déterminante sur la théorie des invariants. Cette théorie, bien que conséquente était lourde et nécessitait de gros calculs que seuls des travailleurs acharnés pouvaient mener à bien. A tel point qu’elle eut bientôt plus de détracteurs que de groupies. A cette époque, Berlin ne tenait plus les reines de la mathématique allemande après les décès de Kummer, Kronecker et la retraite de Weierstrass. Hilbert décida de quitter Konigsberg pour Gottingen où se trouvait Klein. C’est à cette période que fut créée la société mathématique allemande en quête de reconquête d’une science qui commençait à lui échapper. En 1893, cette société demanda à Hilbert et à Minkowski un rapport sur la théorie des nombres permettant de faire le point sur la discipline. Les deux hommes firent merveille : Minkowski pour le côté analytique et Hilbert pour la part algébrique. En outre, la rédaction fut confiée à Hilbert et la relecture à Minkowski (en mathématique, le travail d’écriture est aussi long que celui de la correction). Le style de Hilbert reste l’un des meilleurs et Hermann Weyl déclara que la préface de ce rapport de 370 pages était «une musique douce du joueur de flûte qu’était Hilbert, entraînant tant de rats à le suivre dans le fleuve profond des mathématiques »
	   Hilbert décida de faire ce que rares sont capables de faire en mathématique : un gambit. Il laissa tomber la théorie des nombres pour se concentrer sur la géométrie et plus particulièrement, sur l’axiomatique dont elle découle.

C’est ainsi qu’il devint un spécialiste dans plusieurs domaines très en vogue et Poincaré lui confia un discours très particulier pour le Congrès International des Mathématiques de Paris en 1900. Il devait faire l’état de la science et donner une série de problèmes.

   C’est donc à 38 ans le 8 août 1900 que Hilbert se retrouve devant tout le gratin mathématique du monde pour présenter 23 problèmes qui seront la ligne de conduite des recherches mathématiques pour le siècle. 

   Certains de ces problèmes demandent une axiomatisation claire de quelques branches des mathématiques. D’autres posent la question de la consistance de certains systèmes axiomatiques…. Vous pouvez retrouver l’histoire de ses problèmes dans le livre de Jeremy Gray ‘Le défi de Hilbert’. Sachez que ces problèmes furent tous résolus à l’exception des problèmes 8, 16 et 18 qui sont encore incertains.

   Pour l’an 2000, la fondation Clay a fait une liste de 7 problèmes de très haut niveau. La prime pour chacun d’eux est de un million de dollars US.

Qu’est-ce qu’un axiome?
Un axiome est une proposition indémontrable, donc admise, souvent évidente et considérée comme universelle. Un système axiomatique sert de base au développement d’une théorie. Le premier à avoir pris conscience du problème est 
	Euclide (IIIième siècle av. J.C.) : il formula les cinq axiomes de la géométrie euclidienne (dans laquelle travaille tous les élèves de lycée). Les voici :

Axiome I : Par deux points passe une seule droite.

Axiome II : Soient A et B deux points d’une droite d, alors il existe CSYMBOL 206 \f "Symbol"\h[AB]SYMBOL 199 \f "Symbol"\hd.

Axiome III : Il existe une relation (dite d’équivalence) permettant d’identifier des angles.

Axiome IV : (dit axiome d’Archimède)  Si l’on munit la droite d’un sens, d’une origine x0 et d’une graduation régulière x1,x2,…xn, soit p un point de la droite, alors il existe un entier naturel k tel que pSYMBOL 206 \f "Symbol"\h[xk,xk+1[.

Axiome V : (dit axiome des parallèles) Par un point, il ne passe qu’une seule droite parallèle à une droite fixée.

   Il faut savoir que certaines géométrie n’admettent pas ces axiomes. Il a fallu attendre Lobachevski en 1826 pour trouver une géométrie, dite hyperbolique, ne satisfaisant pas l’axiome V (en fait, on peut trouver au moins deux droites passant par le point). On peut même trouver des géométries qui n’ont pas la notion de droites parallèles (géométrie projective). Dans tout système axiomatique, on cherche à minimiser le nombre d’axiomes de façon à rendre la théorie la plus générale possible. Newton, par exemple, passa une bonne partie de sa vie à tenter de prouver l’axiome des parallèles à partir des quatre autres (il essaya aussi de démontrer l’existence du Christ, avec le même succès).

    L’axiome du choix qui est cité plus haut dit que pour tout ensemble, il existe une fonction sur cet ensemble qui choisit un élément dans chaque partie non-
	vide de l’ensemble. Cet axiome, et surtout le résultat de Gödel sus-cité mit mal à l’aise les mathématiciens et notamment les partisans de Hilbert qui pensait que l’irréprochabilité d’une théorie résidait dans un système axiomatique bien ficelé.

Hilbert a perdu un peu de son aura à ce moment-là.

__________________________

La ruse précédente : Il suffisait d’écrire les lettres ôtées pour trouver Victor Hugo……

La ruse suivante : Va donc te faire cuire un œuf ! Pour cuire un œuf, il faut 15’. Je possède deux sabliers : un de 11’ et un autre de 7’. Puis-je réussir cette opération en moins de 20’ au total ?

Le saviez-vous : La mémoire à court terme des humains est ridiculement faible et explique notre incapacité à traiter de manière fiable de grandes quantités de calculs. Chez un européen, la capacité de cette mémoire est évaluée à sept chiffres. Il est curieux de constater que, chez les chinois, elle est environ de neuf chiffres. Mais comment cela se peut-il donc, tabernacle !         

     L’explication vient du fait que notre mémoire stocke les séries de chiffres ou de nombres dans une mémoire auditive (ce qui explique d’ailleurs les confusions observées lors de test entre le six et le dix). La mémoire ne conserve les nombres que pendant deux secondes environ et en conséquence, la capacité mnésique est liée à la brièveté du nom des chiffres. Les chiffres chinois sont brefs et peuvent se prononcer en moins d’un quart de seconde, ce qui n’est pas le cas des chiffres en français (et encore moins en anglais, bloody seven…) !

Pour nous écrire (avec un stylo) :

Thierry SAGEAUX

Lycée Gustave Eiffel 

143 cours de la Marne

33 031 Bordeaux

et avec un clavier : thierry.sageaux@free.fr
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