#5

Nombres complexes

Kholles - Classes prépa Thierry Sageaux, Lycée Gustave Eiffel.

Exercice 1. &
Soit & = {z € C, Im(z) > 0} le demi-plan de Poincaré et 2 = {z € C, |z| < 1} le disque unité
ouvert.
p: X — 9
Montrer que zZ —1 est une bijection.
: z41

Modules et arguments

Exercice 2.
Montrer que Vz € C, on a

z—(144)]<1 = VI0-1<|z—4]<VI0+1.

Exercice 3. & Un énorme classique!
On dessine deux carrés de longueur de cotés différentes que ’on met cote & cote. Montrer que les deux
droites sont perpendiculaires.

Exercice 4. ﬁ

39 ) 2001 ) 4
1 1 3 1—-14v3
Déterminer le module et I’argument de ( i l) ( a Zf) <M> .

1—1 1—1 1+

Exercice 5. ﬁ
Les points d’affixes —2, 2, 1 — ¢ et 1 — 3¢ sont-ils cocycliques ?

Exercice 6. &) ENSM 2015 On se place dans le plan complexe (O; 7,7) et on considére pour tout
nombre o € C, le point M, d’affixe o® — .
1) On considére les points M, et M,4s.
a) Montrer que O est le milieu de [M,, M, 3] lorsque a? + 2o+ 3 = 0.
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#5 Nombres complexes
b) En déduire les valeurs de « pour lesquelles O est le milieu de [My, Myy3).
2) Montrer que lorsque |a — %| = 2 alors M, est sur un cercle de rayon 4 et de centre 2 d’affixe %1
3) On suppose ici qu’il existe § € [—m;0] tel que @ = €.
Déterminer un argument de a? — a.

Exercice 7. )
Dans la figure ci-dessous, il y a huit carrés. Déterminer o + 8 + .

Exercice 8. &
Trouver le module et argument de e? + ¢,

Exercice 9. J7

Résoudre { ol =yl =1 .

r+y=2

Exercice 10. ¢ Concours Général 1986

1) Montrer que si u et v sont deux complexes, alors |u| + |v| < |u 4 v| + |u — v|.
4
2) En déduire que si (u;)i; € C*, alors Y |ug| < 3 |u; + .
i=1 i#j

Exercice 11. )
Calculer (1 +iv/3)" + (1 — iv/3)" de deux fagons différentes.

Exercice 12. ¢
Déterminer sin 5

Exercice 13. ¢

Si |z| = |#/| = 1, montrer que

z+ 2

1+ 22/

Exercice 14. &)
Démontrer que pour tout nombre complexe z, on a

1
1) |1+z|2§ou|1+22|21,
2) 1+2z|>1oul22+2+1 <1

Exercice 15. 4
Trouver I’ensemble des couples (a,b) € C? tels que |a — b| = |a + b].

Exercice 16. 4
Soit (a, b, c) € C3 avec |a| = |b| = |c¢| = 1. Montrer que |ab + bc + ca| = |a + b+ c|.

Exercice 17. &)
Montrer que pour tout (z,2') € C2, on a

|22 =112 — |z = 2> = (1 — [2]%) (1 = |¢']?)
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#5 Nombres complexes
Exercice 18. 4
Montrer que pour tout z € C\U on a

— 2" 11—z

o1z

1—=2

Exercice 19. Equation trigonométrique
cos(a) + cos(a + x) + cos(a+y) =0

Soit a € R. Résoudre : { i i
sin(a) + sin(a + ) + sin(a + y) = 0.

Exercice 20. z = (1 +4a)/(1 — ia)
1+1ia
?
—1a

Soit z € U. Peut-on trouver a € R tel que z =

Exercice 21.
Caleul 4008 7 4 cos 2T 4 cos 1T 4 cos T
aucuercos11 cos11 cos11 cos11 cos11

Exercice 22.
On suppose z € C tel que Re(z) > 0 et [2? — 1| < 1. Montrer que [z — §| < 2.

Exercice 23. > z; + z;
1) Soient u,v € C. Montrer que |u + v| + \u —v| > |u| + \v|, et déterminer les cas d’égalité.

2) Soient z1, 22, 23, 24 € C. Montrer que Z |z| < Z Z |2k + 2|
k=1 k=1¢=k+1

Exercice 24.
Soient a, b, ¢ des complexes de module 1 vérifiant a + b + ¢ = 1. Montrer que 'un au moins des trois
nombres vaut 1 et que les deux autres sont opposés.

Exercice 25.

—ol2\?
1) Soient u,v € C. Veérifier que (|ul? — [v] ) (|u+v 5 nall il ) — 4fuwl?.

2) Soient a, 3 € C. CNS pour que les racines de z? + az + 3 = 0 aient méme module ?

Exercice 26.
Calculer cos 5a en fonction de cosa. En déduire cos 7.

Exercice 27. Moyennes géométrique et arithmétique
1) Soient u,v € C. Montrer que |u + v|? + |u — v|? = 2|u|? + 2|v|*.

2) Soienta,ﬁe@,m:a+ﬁ

et u une racine carrée de 8. Montrer que |a|+|8] = |m+u|+|m— pl.

Exercice 28.

n n
Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que | > zx| = > |2k
k=1 k=1

Exercice 29. »
X2

?Zw avec 0 S [O, 277]

Déterminer le module et un argument de 1+ €7, 1 — €% et de

Conjugués
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#5 Nombres complexes
Exercice 30.

1
Déterminer les z € C tels que 27 et — solent conjugués.
z

Exercice 31.

. L. z+abzZ—a—>b
Soient a,b € U distincts et z € C. On note u = ————

. Montrer que u? € R.
a—>b

Exercice 32.
Résoudre z° = Z.

Exercice 33.

bz — b
Soient (a,b) € C?, a # b et |a| = |b] = 1; Montrer que Z = ¢+abz—(a+b)

BR.
a—2> <

Exercice 34.
Montrer que si A = n? +m
keN.

2 avec (n,m) € N2, alors A* est aussi somme de deux carrés pour tout

Polynémes

Exercice 35. Equations du second degré
Résoudre dans C : 2% — (5 — 144)2? — 2(5i + 12) = 0

Exercice 36. J’
Résoudre 22 — 222 —iz+3 —i=0.

Exercice 37.
Résoudre dans C 2% — 4423 + (3 — 12i)22 — (24 + 144)z + 12 — 366 = 0 en sachant qu’il y a une racine
imaginaire pure.

Exercice 38.

Résoudre z* + 2X2(1 + cos 6) cos 0z + A*(1 + cos#)? = 0 avec 6 € [0; 5[ et A € C.
4
Calculer ) 2z pour les racines du polynome précédent.
k=1

Exercice 39. Ensi P 91
Résoudre dans C : z% + 62% + 922 + 100 = 0.

Exercice 40.
Résoudre 2% — 524 + 1223 — 2622 + 322 — 24 = 0.

Exercice 41.
Comment faut-il choisir m € C pour que P'équation : 22 — (2 + im)z — (1 + im) = 0 admette deux

racines imaginaires conjuguées ?

Exercice 42. Résoudre 22 — (5 — 14i)z — 2(5i + 12) = 0.

2n n
1 1
Exercice 43. Résoudre (Z—Fl) — 2cosa (Z—l_1> +1=0.
y—

3
Exercice 44. Résoudre dans C I’équation (Zl> =1.
- —
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#5 Nombres complexes

Racines de 'unité

Exercice 45. u+v+w =20
Soient u,v,w trois complexes unitaires tels que u + v +w = 0. Montrer que u = jv = j2w ou
: 2
u = jw = jv.

Exercice 46. Racines de I'unité

Résoudre :
1) (z+1)"=(z—1)" 7) T =a""h
2) (1+2)"=01-2)" +1\* [z-1\°
3;(i+1)3”:§”:. 8) -—1) T\z:1 =0
4) z* —z°+2z°—2z+1=0. N3 N2 .
5Y 14224222 4 -oe 4 2501 4 20 — 0, 9) (ZH,) +<Z+Z,> n Z+’>+1:0
. n . zZ—1 zZ—1 zZ—1
6) 1+x _1+ztana
1—iz) 1—itana’

Exercice 47.
Reésoudre (z + 1) + (2 — 1)5 = 0.

Exercice 48. Sommes sur les racines de I'unité

Soit w = exp il Calculer :
n
n—1 n—1n—1
1) 5 (14 wh)n. 2) ST chr,
k=0 k=0 (=k

Exercice 49. Sommes sur les racines de I'unité
Si ¢, est une racine n® de I'unité, calculer S = 1+ 2¢, +3¢2 + - +n¢ L.

Exercice 50.
Soit a un complexe de module 1. On note 21, 23, .. ., z,, les racines de I’équation z" = a. Montrer que
les points d’affixes (21 +1)",..., (2, + 1)™ sont aligneés.

Exercice 51.
Trouver les nombres complexes dont le conjugué est égal a I'une de ses puissances.

Exercice 52. Somme des puissances p-émes des racines de 'unité
Soient n,p € N* et U, le groupe des racines n-émes de 1.

1) Calculer ) aP.
z€lU,

2) Soit P un polynome a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a n—1 et M = max{|P(z)|, z €
U, }. Montrer que tous les coefficients de P sont bornés par M.

Exercice 53. Sommes de Gauss : 3 w**

. n—1
Soient n € N*, w = e2™/m et Z = 3 W,
k=0
n—1
1) Soit r € Z. Calculer . w"™* en fonction de r.
k=0
2) Montrer que l’application ¢ : Z — C définie par (k) = w

n—1 )
3) Soit j € Z. Montrer que Y. wk+)? = @,
E=0

2 ..
k™ est n-périodique.
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#5 Nombres complexes

4) Montrer que ZZ = n et en déduire |Z|.

Exercice 54. _
Soient n > 1et ( = i,

n—1
1) Soit z € C. Montrer que Y (z + ¢*)" = n(z" + 1).
k=0

n—1 _
2) En déduire 3 (~1)* cos™ (@’fl)”)

k=0 2n

Exercice 55.
Pour « €]0; 27|, déterminez |e*™ — 1| et arg(e®™ — 1).
n n
En déduire ) coskx et > sinkax.
k=0 k=0

Exercice 56. ¢27/7

LT
Soitz:exp7 etu:z+22+z4,v:z3+z5+26.

1) Calculer u + v et u?.

2 4
2) En déduire sin 77r + sin 77T + sin 877r

Exercice 57. Calcul de produit
3

. . nop°—1

Simplifier x = —_
p pl;[Q p3 + ]-

en utilisant 1, 5, j2.

Exercice 58. Position des racines carrées
Soit z € C et p, q ses racines carrées. A quelle condition z, p, ¢ forment-ils un triangle rectangle en 2 ?

Sommes

Exercice 59.
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
Pour tout z € C, on pose

flz) =

k

n n+1
I NG ICE
=0 k=1

Calculer f(z).

Exercice 60. Sommes trigonométriques

Simplifier :
1) En: k cos(k0). 3) f: cos?(k0).
k=0 k=0

2) él sin® (k).

Exercice 61.

Calculer S, = 1 + 5% | ©8 2z cos(n)

cosx  cos?z cos"z

Exercice 62. Y cos?(z + km/2p)
Soit 6 € R.
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#5 Nombres complexes
2 3
1) Simplifier cos? § + cos* (9 + %) + cos? (9 + Z) + cos? (9 + ﬂ-).
o 6 6 m 6 om
2) Simplifier cos® 6 + cos (9 + E) +---Fcos® [0+ — ).

3) Simplifier cos??  + cos?? (9 + ;T) + -+ cos?P <0 +
P

Exercice 63. Y cos(kz)/coszk =0

n—1 k
Résoudre : > Cos(k 2) =0.
k=0 COS™ X

Exercice 64. Y Ckz" =% cos(ka) = 0
Reésoudre en z : 2" + Clz" " Lcosa + - -+ + CP cos(na) = 0.
Exercice 65. >.27%/cosf...cos(2%0)

Simplifi .
HHPHEHer k; 2k cos 0 cos 20 cos 40 . . . cos 2F—16

. . cosx  cos2x coSNT
Exercice 66. Soient x € R et n € Z, calculer C, =1+ 5 e .
COS T CcOs“ X cos™ x
Géomeétrie
Exercice 67.
2km 2km

On note Ay, les points d’affixes 2z, = a(cos 257 + i sin 257) avec a > 0. Soit M le point d’affixe z = pe’’.
1) Montrer que 2" —a" = (z —a)(z — z1) ... (2 — 2n—1)-

2n gin (DT ppon-t,

2) En déduire que sin T sin <* . . . sin
n n n

3) Que devient la formule si n =2p?

n—1 3 n—1 3
4) Sia # 1, calculer ] ||[MAg|| puis [] ||AoAxll-
k=0 k=1

Exercice 68. Triangle équilatéral
Soient a, b, c € C distincts. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
1) {a,b,c} est un triangle équilatéral.
2) j ou j2 est racine de az? + bz + ¢ = 0.

3) a® +b% +c? = ab+ ac + be.
F) P T
a—b b—c c—a

Exercice 69. .
+1

7

Trouver les racines cubiques de

Exercice 70.

. 1
Soit 0 €]0,27], z =€ et Z = +e

1—2"

1) Montrer que Z = i cotan J.

2) Trouver 6 pour que Z soit défini.
3) Que vaut |Z|7

4) Quelle est cette transformation ?

Exercice 71.
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#5 Nombres complexes

f: C — (®
1) Trouver les parties réelle et imaginaire de f(z).
2) Quelle est I'image d’un cercle de centre O par f?

On pose

Exercice 72. Sommets d’un carré
a+itb =c+id
a+c =b+d.
Que pouvez-vous dire des points d’affixes a, b, c,d?
En déduire qu'il existe z € C tel que (z —a)* = (z = b)* = (z — ¢)* = (z — d)*.

Soient a, b, c,d € C tels que

Exercice 73. Configuration de points
Déterminer les nombres z € C tels que ...
1) z,22, 2% sont alignés.
2) 1, z, 22 forment un triangle rectangle.

3) z,—,—i sont alignés.
z

Exercice 74. a+b+c=1
b =1
Trouver a,b,c € U tels que atbie
abc = 1.
Exercice 75. Equations affines
1) Montrer que toute droite du plan a pour équation complexe : az + az = b avec a € C*;b € R.

2) Soient a,b,c € C, a,b non tous deux nuls. Discuter la nature de E = {z € C tq az + bz = c}.

Exercice 76. Transformation homographique

Cf O\ — C\{1)
Soit z4+1
z —

z—1
1) Montrer que f est bijective.
2) Déterminer f(R), £(U\ {i}), fGR \ {i}).
Exercice 77. z 4+ 1/2 =2

Trouver les complexes z € C* tels que

1
z+’:2.
z

Exercice 78. Symétrique par rapport a une droite
Les points A, B, M ayant pour affixes a, b, z, calculer I'affixe du symétrique de M par rapport a la
droite (AB).

Exercice 79. Orthocentre d d—b d
—a d-— —c
Soient a, b, c,d € C deux a deux distincts. Montrer que si deux des rapports 2 , , 5 sont
—c'c—a a—

imaginaires purs, alors le troisiéme l’est aussi.

Exercice 80. Centre du cercle circonscrit
Soient a, b, c € C, affixes de points A, B, C' non alignés. Calculer ’affixe du centre du cercle circonscrit
a ABC en fonction de a,b, c.

Exercice 81. Les cercles C et C' sont donnés de centres O et O’ et de rayon r et r'. On note I' un cercle

tangent extérieurement en T et T' a C et C' respectivement. On note Q le centre de T.
1) Déterminer comment tracer I' si on donne seulement un point T" sur C.
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#5 Nombres complexes

2) On note C le point d’intersection de (7'T”) et de (OO’). Montrer que C est indépendant du choix
de T.

Exercice 82. (Concours général 1989 - Ex2.1)

Soient z; et z deux nombres complexes tels que z122 = 1 et |21 — 22| = 2.

On désigne par A, B, My et M, les points d’affixes respectives —1, 1, z1 et 2.

Montrer que le quadrilatére AM; BMs est en général un trapéze isocéle dont on calculera la longueur
des cotés non paralléles.

Préciser les cas particuliers.

Exercice 83. Sphére de R3

1 1- —
Soient u,v € C tels que u + v # 0. On pose x = RN uo “-v

i = )
u+v ut+v’ u+v

’

1) CNS sur u et v pour que z,y, z soient réels?

2) On suppose cette condition réalisée. Montrer que le point M (x,y, z) dans I’espace appartient a la
sphére de centre O et de rayon 1.

3) A-t-on ainsi tous les points de cette sphére ?

Similitudes

Exercice 84. Similitudes dans un triangle

On donne un triangle ABC, un réel positif k et un angle 6. On note Sy la similitude directe de centre
M, de rapport k et d’angle 6. Soit C; déduit de C par S4, By déduit de B par S¢, A; déduit de A par
Sp. Montrer que les deux triangles ABC et A;B1C ont méme centre de gravité.

Exercice 85.
Soit le triangle ABC' dans le sens direct. On note O le milieu de [AB] et on construit les triangles
isocéles rectangles extérieurs ACU et BV C. Montrer que OUV est rectangle isocéle.

\

Exercice 86.

Le quadrilatére M N PQ est non croisé et de sens direct. Les triangles MNR, NSP, PTQ et QUM
sont des triangles rectangles isocéles extérieurs au quadrilatére et de sens directs.

1) Montrer que SU = TR et que (SU) L (T'R).

2) Le point d’intersection de ces deux droites est-il sur (M P) et (NQ)?

3) Quel est le centre du quart de tour direct qui envoie S sur T'?
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S

N ]

R

AT
-

o

Exercice 87.
Le triangle ABC' a pour centre de gravité le point G. On note I, J et K les milieux des cotés [BC],

[CA] et [AB] respectivement. On note M un point quelconque du plan et P, @) et R les symétriques de

M par rapport respectivement & I, J et K.
Démontrez que les segments [AP], [BQ] et [C'R] ont méme milieu.

Exercice 88.
Le triangle ABC' est quelconque. Le point M est un point de (AB). On construit tour a tour N, P

et @ les points images respectivemeri> de M par la rotation de centre A et d’angle (zﬁ, ﬁ), de N _p}ar
la rotation de centre C' et d’angle (CA, @) et de P par la rotation de centre B et d’angle (B?, BA).
Est-il possible de trouver M tel que M = Q7?
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Exercice 89.

On note ABC'D un quadrilatére convexe.On construit les triangles APB, BQC, CRD et DS A isocéles
rectangles respectivement en P, @, R, et S.

Montrer que PQRS est un parallélogramme.

Exercice 90. Similitude
— C

B
Soit z — (i—V3)z+3+4/3+i(2V3+1)

1) Nature et éléments caractéristiques de f.
2) Déterminer 'image par f de la droite passant par A(1 — 2v/3,0) et de direction @ = (v/3,1).

Exercice 91. Similitude
f: R — R2

Soient a e R, b e R, 6 €] — 7w, 7| et
}=mml (@y) — (@)

avec
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Déterminer f.

¥ =a+x(l+cosf) —ysind
y =b+axsind + y(1+ cosb)

—OOO—

12
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Solutions des exercices

Exercice 5.
Il suffit de faire un dessin et de voir que si le centre existe, il est & l'intersection des médiatrices et
d’affixe —2i. Deux distances différentes montrent qu’il n’est pas équidistant des quatre points.

Exercice 6.
1) a) M,(a® — ), Myi3((a+3)? — (a+3)). Donc I a pour affixe a? + 2« + 3.
b) (a+1)?2+2=0 & (a+1+iV2)(a+1-iv2)=0
2) M,Q = |a— 3%
3) a® — o = 2sin Lei(¥ 3,

Exercice 7.
En prenant un repére classique avec A(0), B(3), C(6), D(8) et E(8 + 7). On cherche la somme de
a=arg(3) (27), B =arg(3:) (2m) et vy = arg(2!) (27). Donc 'angle cherché est

_mg<@+iX5+®@+@> (27)

at+ B4y 8% 5 x 2

e(Te) e

(2m)

il
4

Exercice 8.
Avec la ruse du demi-angle "équilibré" :

. : o+’ i(e—o. —i(e_9 0 0 940’
et 4 it = ¢i%% (ez(2 2>+e i 2)>:2COS<— el t5

Exercice 9.

r=y=1.
Exercice 10. n n
u+v  uU—v u+v u—v
1) Utiliser l'inégalité triangulaire sur u = 5 + 5 et v= 5 3

4
2) On applique deux fois la question précédente pour obtenir > |u;| < |ug + ua| + |ur — ug| + |us +
i=1
U4| + ‘U3 — ’LL4‘.
On applique & nouveau la premiére inégalité sur |u; — us| + |ug — ua| < |ug + us — (uz + uq)| +
|u1 — ug — ug + ugql|- Il reste & utiliser I'inégalité triangulaire deux fois.

Exercice 14. 1
1) Bourrin. On pose z = x + iy et on arrive a |1 + z| < 3= —y? > z? + 22 4+ 3. En reportant dans
14+ 222> (2?2 + 922+ 2z +1)2+ 2 > 1.
2) Si |14 22| < 1alors |z + 1| < 1 et en écrivant 2 =
trouve [22 + 2z + 1] <724+ 3 > 1.

=1

5 + re' avec 0 <r< % On reporte et on

Exercice 15. - - - -
On éléeve au carré : (a—b)(a—b) = (a+b)(a+b) & —ab—ba=ab+ba < TRe(ba)=0.

13 Thierry Sageaux
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Plus futé : on voit tout de suite que les parties imaginaires sont égales et on tombe sur un systeme
et +1 e —1
etb=a

facile a résoudre. a — b=« > 0. Ce qui donne a + b = ae’® D’oil a = «

Encore plus futé : On fait un dessin. On a deux points situés & la méme ordonnée. On trace le
parallélogramme obtenu avec la somme a + b et on veut que les deux diagonales soient égales... Un
rectangle donc. Sous quelle condition avons-nous un rectangle.

Exercice 16.
1 1 1

a b ¢

_lab+bc+cal

On a |ab+ bc + cal = +b+éel=la+b+c.

I

|abe|

Exercice 17.
Utiliser la formule |z|> = 2Z.

Exercice 18.
Utiliser la somme des termes d’une suite géométrique.

Exercice 19.
T
r=—y=+— [27|.
Y 5 [27]
Exercice 20.

, 0
z:ew:>a:tan§ pour 6 # 7 [27].

Exercice 23.
1) |u+v|+ |u—ov| > 2u| et Ju+v|+ |u—2v| >2Jv]. Il y a égalité ssi u = twv.
2) [21| 4 |z2| + [23] 4 |2za] < [21 + 22| + |21 — 22| + |23 + 24| + |23 — 24],
|21 — 22|+ |23 — 24| < |21 — 20+ 23 — 24|+ |21 — 22 — 23+ 24| < |21+ 23]+ |22+ 24| + |21 + 24| + |22 + 23]

Exercice 24.
Utiliser & 4+ 1 + L et développer (z — a)(z — b)(z — c).

Exercice 25. 1
2) a=0ou f = ta?, tZZ'
Exercice 27.
2) éléver au carré : |a|? + |B)? + 2 |aB| = |m — p|* + |m + u|? +2|m? — 4.
S~~~ ———

Ik 2|m|2+2|p]? lo—B|/4

Exercice 28.
Les zj, ont tous le méme argument modulo 2.

Exercice 29.

e 1.Si 0 € [0,7], alors |z| = 2cos § et arg(z) = § [2].
Sif=m, z=0.
Si 0 €]r, 2], alors |2| = —2cos § et arg(z) =7 + £ [27].

e 2.Si6e{0,2r}, alors z = 0.
Sinon, |z| = 2sin § et arg(z) = § — Z [27].
e 3. z existe si 0 # .
Si 6 € {0,27} alors z = 0.

Si 0 €]0, 7], alors |2| = tan § et arg(z) =

Si 0 €], 2n[, alors |z| = tan § et arg(z) =
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Exercice 31.
U= —u.

Exercice 33. - B
Comme a = % et b= %, on obtient vite Z = Z.

Exercice 35.
21 =—20=3—21,23=—2z4=1—1.

Exercice 36.
—1 est racine évidente.

Exercice 37.

On suppose qu’il y a une racine imaginaire pure ai. On a alors a? —2a—3 = 0, ce qui donne a = —1 ou
a = 3. Donc z; = —i et 23 = 3i sont racines. On factorise : 2* —4iz® 4 (3 —12i)2% — (244 14i)z + 12— 36i =
(z+14) (2 — 3i) (2% — 2iz — 12i + 4).

On résout 22 — 2iz — 12i + 4 = 0. On trouve A = (4 + 6i)% et 23 = —2i — 2 et z4 = 4i + 2.

Exercice 39.
z2=142i, 2= —4+2i.

Exercice 40.
Si a est racine, a aussi.

Exercice 41.
m = 2i.

Exercice 42.
A= —-253+4i) = (5i(2+1))% et 2y =5 — 121, 2o = —2i.

Exercice 43.
On doit avoir z # 1 et a # 0 (2m).

z+1 . .
On pose X = Ll et A = (2isina)? Donc X; = €!® et Xo = e '* Dans le premier cas, on
- —
—i —1
trouve 2z = —————— pour k € [0,n — 1]. Dans le second cas, on trouve z;, = ——————— pour
tan(2 4 &%) P | : P tan(=2 4 Em) P
ke [0,n—1].

Exercice 44.5
(T +EE)
=

S R pour ke {071,2}
2sin(% + &)

Exercice 46.
. T
1) z = —icotan —.
7r
2) z=idtan —.
3) 6 | n = 2= j ou j2. Sinon, pas de solution.

%1
Ck+1)im 4 61.3.4.

2ikm

5) z=—1ouz=exp , 1 <k<n.

2k "
6) xtan<a+ 7T>.
n
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8) z = +i, +i(2+/3).
; 1-z*
9) On pose Z = <Z+l> et on utilise Z3+ 72+ 72 +1 = 7
z—1 —
ce qui donne z € {—1,0,1}.

. On trouve alors Z € {—1,4, —i},

Exercice 48.
1) développer. S = 2n.
1—-(14w)™ 14 (2cos(m/n))"
2) = .
1—w—w? 1—w—w?

Exercice 49.
On écrit S=(14G+ G+ + G+ (Gt G+ -+ G+ (R + -+ G+ + G
Avec la somme des termes d’une suite géométrique et le fait que ;' = 1, on trouve :

1-1 (-1 5—1+._.+ -l (4Gt G -n  n

S o L 1—¢, 1—(, Co—1

Exercice 50.
i 0+2km

On pose § = arg(a). On a 2 = ¢ » avec 0 < k < n — 1. On calcule avec Euler 1 + 2, =
942k 0+ 2km
x cos | ——— |. On a alors

e’ an
n

0+ 2k ,
(14 2)"™ = 2cos” <+2 W) ei(F+km)
n

€R
. 0 o
et ils ont tous pour argument 3 + k7. Ils sont donc alignés.

Exercice 51.
On a donc z = z". En regardant les modules, on trouve z =0 ou [2" 71| = 1.
Si n =1, ’équation devient 2 =2 < z€R.
Sin # 1, le module étant un réel positif, [2|"~! =1 < |z| = 1. On écrit alors z = e et 1’équation

. , . 2km
devient e~ = eni? T avec 0<k<n.

, ce qui équivaut & —0 = nf [27], i.e. § =

Exercice 52.
1) > =nsip#0 [n], 0sinon.

2) ap = E P(z)

zelU, nak

Exercice 53.
1) Si r =0 (n) alors la somme vaut n, sinon, elle vaut 0.
2) p(k+n) = ¢(k).
3) On somme sur une période.

_ n—1n—1 o 5 n—1n—1 5 . n—1 ,n—1 .
4) ZZ =Y S Wkt umim = 3 S Wk W = 3wk Y WPk,
§=0 k=0 §=0 k=0 k=0 j=0

Exercice 54.

1) On développe (z + ¢¥)™ et on intervertie les deux sommes.
. A . —i(2k=2)m
2) Il suffit d’évaluer l'identité précédente en z = e %= Bt on trouve 0.

Exercice 56.
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Dutv=-1Lu=u+2v=-2—u.
VT

2) ¥ =Im(u) = -

Exercice 57.
2(n* +n+1)

3n(n+1)

Exercice 58.
cercle circonscrit = ssi |z| = 1.

Exercice 60.

n sin (271—}—1)6‘) sin — — sin? n—e
1) 2 7 2 2 si 6 #0 [27].
2sin? —
3sin(nf/2) sin((n + 1)6/2) B sin(3n6/2) sin(3(n + 1)6/2)
4sin(0/2) 45in(36/2)

3) Sif =0 (), alors > cos?(kf) =n+ 1.
k=0

n ) 1— 2i(n+1)6 ) : 1)6
Sinon, on pose S; = > ¥k — 672.9 = emesm(T.L;) avec le demi-angle. Avec le
=0 1—e% sin 6
_ n . o si 16
conjugué complexe, on trouve que S; = Sy = > e k0 = efmesm(q?;).
=0 sin 6
n no ] 1 1si 1o, . , 1
Bt 3 cos?(kf) = 3. 5(cos(2kt) +1) = (i + S, +2) = Z%(em@ 4emimoy L PED
E—=0 f sin 2

Dot Y cos?(kf) =
k=0

0
n 1 (sin(n +1)0
- 2 sin

cosn9+n+1).

Exercice 62.

1) =3/2.
1
2) 32co0s%(#) = cos 660 + 6 cos46 + 15c0s20 + 10 = ¥ = §5
pCy,
3) X, = 51"

Exercice 67_‘3.
x=0 [ﬁ},xif [7].

2
Exercice 64. "
1 . . 2k + 1)\ .
7<(ac +e)" + (x + e’w‘)”> =0 < 1z =cotan @kt Dm sin a — cos a.
2 2n
Exercice 65.
_u—u_l u—u‘1+ n uw—u"t
T w2 — 2 ud — u—4 u2® — 2"
u—u"t uw—u"t _u3—u_3
W —u-2 At oyt 4
ud—u3 uw—u"t ul —u 7
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Exercice 66.

Si # km, on pose S, =

T

. On a alors C, +15,, =
cosz cosiw cosnz 18t T om ,;::O
fait : €, — sin(n + 1)z C(.)Sl‘ _ tan(n + 1)z

cos(n+ 1)xsinz tanx

sinx sin2x sin nx n e
... . Tout calcul
cos X

Exercice 68.
3) On écrit c—b=¢e'5(a—b),b—a=¢c'5(c—a)eta—c=¢e'5(b—c); don

et (c—b)(c—a)=0b-a)la=b) & a®+b>+c*—ab—ac—bc=0.

c—b b—a a-c

a—b:c—aib—c

Exercice 72.
Les diagonales se coupent en leurs milieux, ont méme longueur, et sont perpendiculaires = carré.

Exercice 73. )
1) z€R0uz€—§+iR.
1

1
z4+ - = <.
2

2) z€ —1+iR ou z € iR ou 5

3) z€iRou |z —i| = V2.

Exercice 74.
(0,a,a 4+ b,a + b+ ¢ = 1) forme un losange donc 'un des nombres vaut 1 et les deux autres sont
opposés = {a,b,c} = {1,i,—i}.

Exercice 75.
2) si |a| # |b] : une solution unique,
si |a| = |b] : une droite ou 0.

Exercice 76.

2) U\ {1}, iR, R\ {1}.

Exercice 77.
z = x + iy = cercles (4i,1/2) (laborieux).

Exercice 78. B
(b—a)z+ab—ab

Z = -
b—a

Exercice 79.
d = orthocentre de abc.

Exercice 80.

a(cc — bl_))_—l— b(aa — cc) + chl_) —aa) .

a(@—b) +bl@a—¢)+c(b—a)

Exercice 81.
1) 1l suffit de tracer le cercle C” de rayon r’' et de centre O” qui passe par T et qui est tangent
intérieurement & C. On a alors le point  est sur (OT'), mais comme ) étant équidistant de T et 17,
il est aussi sur la médiatrice de [0O"].
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\
\
\
\
\

2) On pose en complexe : z0 =0, r=1, zor =, ' < let zp = e,
On a alors zor = Xe?® avec A > 0 et ainsi |zo0n — 27| = |\ — 1| = /. Donc A = 1 — 7/ et
zon = (1 —1")e.
En posant zp» = x + iy, comme TT" et O'O” sont colinéaires,
x—cos® (1—r')cosh—al N / o
J — sin (1—7')sind =2(1—7")sinf —y((1 —r")cosf — ) — asinfd =0

et si on cherche C, on a y = 0 par symétrie de la situation, d’ou z = qui est bien

ashrt

(1 —r")sirt
indépendant de 6.

Exercice 82.
En combinant les deux équations données, on trouve |z; — 1||z1 + 1| = 2|z1|, soit AM;.BM; = 20 M.
D’aprés la formule de la médiane, AM? + BM? = 20M? + £2% = 2(1 4+ OM}).
On trouve alors AM? = 2 et BM? = 20M?. (Deux solutions, mais il y a symétrie par rapport a O).

1 -1 BM
Ainsi BMy = |— — 1| = |Z1Z1| | = OMi =2 =AM,.

21
Les triangles ABM; et MsM; B sont isométriques sans étre égaux. On regarde les trois dispositions
possibles et il n’y a que la troisiéme qui fonctionne :

M, M,
M, B
M B M,
B A
M,
A A

Les deux triangles sont symétriques par rapport a la médiatrice de [M;B] et
e (AM;BMs>) est un trapéze isocéle,
e AM, = BM, = /2,
e BM, = v20M,,
o AM5 = \/20M>.
Les cas de dégénérescence sont obtenus lorsque M est sur la droite (AB) et 'on trouve dans ce cas
zlzﬂ—let22:1+\/§.

Exercice 83.
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1) zeR & JaeRtqu=av.
1
z,2yeR & a=— & u=
[v?
3) il manque seulement les deux poles.

SRS

Exercice 85.

On prend un repére complexe centré en O. En considérant la similitude de centre A transformant C
en U, on trouve que u —a = %(1+1)(c— a). De fagon analogue, on trouve v — (—a) = (1 —i)(c— (—a)).
d’ou v = —iu.

Exercice 86.
1471 1-—

1) On a avec les notations usuelles : r = 5 m + Tn et par permutation circulaire : s =
1+ 1—1 141 1—1 1+:1 1—
+Zn—|— Zp,t: 22p—|— quetu: ;Zq—&-Tm Donc v — s =i(t — ).

3) Le milieu de [NQ)].

Exercice 87.
Considérer I’homothétie de centre G et de rapport ’71 et 'homothétie de centre M et de rapport 2.
La composée est une symeétrie centrale qui est le milieu commun aux trois segments.

Exercice 88.
Il suffit de composer les tr01s rotation qui envoie donc M sur Q. Il s’agit d’une rotation d’angle

E ﬁ CA C@ B? BA) = 7. On a donc une symétrie centrale. Par construction, ce centre est
sur (AB) et c’est le mlheu de [MQ]. Donc la seule solution est ce point.

Exercice 89.
On note sy la similitude de centre A, d’angle 7 et de rapport V2 et sc la similitude de centre C,
d’angle =" et de rapport \f On a s¢ o sA(S) = Ret scosa(P)=0Q. Or s¢ osa est une translation

(51m111tude de rapport 1 et d’angle 0).

Exercice 90.
1) La transformation est du type f(z) = az + b, avec a = 26%, il s’agit donc d’une similitude plane
directe de rapport 2 et d’angle %”. Le point invariant a pour affixe w = 1 + 2i.
2) f(A) = A et zp = 9+ 2i. Avec U’ = ?(7), on trouve zg = (i — v/3)25 = —4. On trouve donc
la droite passant par A’(9,2) et de direction @’ = (—4,0).

Exercice 91.
La matrice de 7 est

14+ cosf —sind 2cos? ¢ —2sin £ cos & g [ cos? —sinf
M = . = 0 2 "] 2 0 2 =2cos % 29 92
—sinf 1+ cosf —2sin § cos § 2 cos? 2\—sing  cos?

avec les formules de trigo. On en déduit que f est une similitude de rapport 2cosg et d’angle g. La
recherche de l'invariant donne le centre : Q(bsin @ — acosf,asinf — bcos6).

7@0@7
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