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| Introduction.

On place I'année 0 un capitap @ans une banque qui propose un placemariéeets
fixes (i.e. les intéréts ne sont calculés que g)ra@ tauxt. On a alors les années suivantes les
capitaux suivants :

C1=Cp+t.Co=(1+).Coa la fin de la premiére année;
C,=(1+2).Cy a la fin de la deuxieme année,
et ainsi de suite &(1+nt).C.

Cette fois-ci, dans une autre banque, on me peopogplacement iatéréts composes
(i.e. les intéréts sont calculés sur le capitalapsinge chaque année comme sur tout compte
épargne classique) aux talOn obtient :
C1=Cyp+t.Co=(1+).Coa la fin de la premiére année;
C,=C,+.C=(1+#).C, & la fin de la deuxiéme année,
et ainsi de suite &(1+)".Co.
Nous venons d’observer deux suites.

Définition : Unesuite est la donnée d’'une applicatipn N - R
n- ¢(N)=un.
On note plus souveniun)nDN ou plus simplemenugf) pour la suite, gu’il ne faudra pas
confondre aveay.

L’entier n représente I'année. Il est donc illusoire de peqgsen peut étre négatif par
exemple.

-1 Les suites peuvent démarrer a 1 au lieu de 0. Egsége le plus classique car il faut
alors réadapter toutes les formules données damstéa

Dans les exemples précédents, on a tour api@ru,=(1+nt).Co puisd(n)=u,=(1+)".Co.

On a besoin de savoir comment va varier dans lpsame suite (cours de la bourse par
exemple), il est donc important de considérer fndi®n suivante :

Définition : On dit que i) estdécroissantesi up+1<Un pour toutn.
(Un) estcroissantesi un+1>U, pour toutn.
(un) estconstantesi up+1=U, pour toutn.

Remarque Pour étudier la variation d’une suite, il suffiétudier le signe dn.1-un.

% Défi : (critere de d’Alembert) Dans le cas @{est non-nul, sauriez-vous trouver un autre
critére de variation que I'on pourrait utiliser s=5"", par exemple.

Il Suites arithmétiques et géométriques.
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1. Suites arithmétigues.
Il s’agit des suites du type de celle des capif@agés a intéréts fixes citée plus haut.

Définition : On dit qu’une suiteug) estarithmétique de premier termeg et de raison

r si (Un) est définie pafun.,= urtr].

Remarque Sir=0, alors la suite est constanteu&i0 etr=1, alors la suiteug) est la suite
des entiers naturels.

Corollaire de la définition (10.A) Pour déterminer si une suite est arithmétique, |l
suffit donc de montrer qu&.1-U, €st une constante.

Propriété (10.B) Si (un) est une suite arithmétique de premier teunet de raisom,

alors on au,=ug+nr|.

Démonstration Par récurrence a faire aux éléves avec soin.

% Je place un capital de 2000€ a intéréts fixésax de 1,6%. A partir de quelle année
pourrais-je m’acheter la guitare dont je réve BR5]

% Sauriez-vous trouver la somme des 100 premiersrert L’histoire raconte que, le
professeur de Gauss, fatigué de ses questionedaige probléeme pour avoir du répit. Gauss
trouva en moins d’'une minute !

S=0+1+2+3+4+.....+97+98+99 ? L’astuce consiste auadeux fois la somme :
2S=(0+99)+(1+98)+(2+97)+(3+96)+...+(96+3)+(97+2)+(A+H99+0)=100*99.

Propriété (9.C) Si (u,) est une suite arithmétique de premier teuget de raisom,

alors on a szzn:q:(ml)
i=0

Uy, + U,
2

Procédé mnémotechnique : (nombre de term&s@fime + dernier terme)/2

Démonstration idem que plus haut.

% Trouver la somme de tous les nombres a trois eBifirla fois pairs et divisible par 3.

€ s . _ . 0 1 2 3 4 5
Défi : On fait un triangle de Pascal a 1 3 5 7 9
I'envers. Si au lieu de 5, on va jusqu’a 17, 4 8 12 16

guelle sera le dernier nombre ? 12 20 28

[La somme des termes extrémes double a 32 48

chaque fois. Car la somme des termes 80

équidistants des extrémes est la méme dans
une suite arithmétique.

2. Suites géomeétriques.
Il s’agit des suites du type de celle des capifdagés a intéréts composés citée plus haut.

Définition : On dit qu’une suiteu) estgéométriquede premier termag et de raison

qsi (Un) est définie pafun.= q.u).




Remarqgue Sig=0, alors la suite est nulle. &=0, alors la suite est nulle. &0, alors seul
Up peut étre non-nul.

Corollaire de la définition (10.D) Pour déterminer si une suite est géomeétrique
guand elle est non-nulleil suffit donc de montrer qug.1/u, est une constante.

Propriété (10.E) Si (un) est une suite géométrique de premier teugret de raisom,

alors on gu,=q".u).

Démonstration Par récurrence a faire aux éléves avec soin.

% Sur un ruban de papier, vous pouvez réaliserdag dpérations suivantes :
P : plier en deux en amenant la moitié droite aunobitié gauche.
C : couper au milieu et superposer le morceau oiéedsur celui de gauche.

1. Combien obtient-on de morceaux en faisant ppc ? [5]

2. Sion alterne cpcpcpep... au bout de combien de cod@gassera-t-on les mille
morceaux ? Et combien aura-t-on de morceaux alfpuss @li n'augment pas le
nombre de morceaux. Une coupe en kiéme positiamiaelui-ci de 2k-1. Aprés
chaque coup, on trouve 1,4,16,64,256,1024 soibtah de 1366 morceaux.

% La capacité des disques durs augmente de 50%etwass. Quand sera-t-elle plus de 25
fois ce qu’elle est aujourd’hui ?

% La puissance des ordinateurs est en moyenne fadtipar 4 tous les trois ans. Combien
d’année au minimum me faudra-t-il attendre pour l@puissance de mon ordinateur
multipliée par 1000 ?

% On plie 39 fois une feuille de papier de 0,5mnpdigseur. Puis-je glisser, dans son
épaisseur, cette feuille entre la Terre et la Lune ?

% Le probleme du souverain indien Chiram : Payez-awec un grain de riz sur la premiére
case d'un echiquier, deux grains sur la secondss, $ur la troisieme et ainsi de suite jusqu’a
la 64°™ case soit 2 grains = 9.18g > Vol. de la Terre.

% In an old Star Trek episode (« the trouble withlikes », The Original Series number 42),
capitain Kirk and his ensign, the vulcanian Spoekéehtroubles with a cute and furry little
animal : the tribble. Its metabolism is completBvdted to breeding purpose. They swarm so
fast that the Enterprise is soon full of tribbles.

Kirk : « They are hundreds of thousands. »

Spock: “1 771 561. That's assuming one tribble mljing with a litter of ten producing a
new generation every twelve hours over three days.”

Are you better than Spock? (Vulcanians are nowasl @s they seem...)

Propriété (9.F): Si (u) est une suite géométrique de premier teugret de raison),

alors on a Sn:Zq:Lél_q
i=0 1-q

n+l

Procédé mnémotechnique : (ler terme)(1-raison gnigsnombre de termes)AL-

Démonstration L'astuce est un peu la méme que celle de Gabssécrit S eyS
S=Ug+qUo+PUg+. .. +q"Uo
n+1

gS=qo+o o+ GPUo...+q" o
(1-0)S= UO'qn+1U0

Probleme de la Grecque sur le livre ....
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% Si je pars de 14 en additionnant les doubles 28456+112+224+448+896+1792.. en
décalant de deux a chaque fois, on obtient 14288BHAL... D’autre part, 1/7=0,14285714...
Pourquoi ?

% Défi : une suite arithmético-géométrique.
¥ Le nombre 7+#73+7*+...+7" est-il divisible par 400 ?

% Je jette une balle du haut de la fleche Saint-Blich chaque rebond, elle perd un tiers de
sa hauteur. Quelle distance totale ma balle aetl®-parcourue au final ?

10
% Calculez) 910,
k=1

Il Suites définies par une fonctionf.

1. Suites de la formeu,=f(n).
Dans ce cas-la, la suite n’est ni plus ni moir
gue la fonction «passée au crible » des enti
En effet, on ne garde que les points d’absci
entiére (positive) de la courbe représentativ

def. \Cf
% Exemple avea,=n’-n-1. Conjecturez le %

comportement de la suite, puis prouvez-le.

% Idem avea,,=1/n.

Qu’en concluez-vous ?

Proposition (10.G) Siu,=f(n) avecf une fonction, alors on a
Sif est croissante sur [Ocf, alors () est croissante.
Sif est décroissante sur [Oxf; alors (i) est décroissante.

««4& La réciproque est fausse en général (voir 'exemppéeédenti,=n>-n-1). D’autre part, il
faut faire attention a I'écriture : une fonctiort emissante sur un intervalle alors qu’une suite
est simplement croissante.

Démonstration Les éléves la font seuls.

2. Suites de la formeun+1=f(uy).
La, c’est beaucoup plus dur. On donne la ﬁL
courbe représentative flet il faut trouver
tous les termes a partir du premier.

. . 1
% Faire de méme aver.;= — etug=3. 14y . . ,
e 2u,+1 ’
% Défi : Idem avea,,, =—"— en
u, +1

conjecturant les variations en fonctionuge



% Sur un méme dessin, on demande de représenfgelegers termes des deux suites
MT
n+1

Remarquer qu'il s’agit de la méme suite vue de dagans différentes.

. 1
suivantes u,=— etvy1=
n

% Faire la méme chose avec la suite arithmétiqgyeelmier terme —2 et de raison 1.

IV Convergence d’une suite.

1. Définition.
Dans le cas ou,=f(n), il est assez intuitif de faire intervenir le (ubomme dans le cas des
limites de fonction. Par exemple, pawr1/n, on a bien envie de dire qugconverge vers 0.
Siu,=1-1/h, on voit bien que la situation est guere difféeesit queau, tend vers 1. Nous
reprenons donc l'idée du tube qui a bien fonctienpéur les fonctions.

sinn
Reprendreij,= ——
n

Définition: Dire que le rédl est la

limite de la suiteu,) signifie que pour tout | e CdEs
>0, il existe un entiemo tel que pour tout j 2 \
n>ny, lU,-l|<€ (i.e. u, est dans le tube). On

Iim,n e u,=l et on dit quely,) converge /

versl. x_______,./'} E

Autrement dit, les termes de la suite sont tous demintervalle contenaht partir d’un

certain rangn.
Ou encore, tout intervalle centré lecontient tous les termess sauf un nombre fini.

2. Divergence.

Définition : Une suitediverge si elle ne converge pas. |

Définition : Soit M>0. S’il existe un entier tel que, pour tout>n,, on aitu,>M, on
dit que () a pour limite +o et on notelimu, = +oo .

n- oo

On peut donc avoir Iirﬂ, 1o, Un=100 OU 0, mais la situation peut étre plus
catastrophique :En effet, une suite qui n’a palnaiée : I'exemple capital étant,=(-1)".

Propriété (10.H) Siu,=f(n) avecf une fonction, alors on a :
limu, =lim f(%

n- oo X — 00

Démonstration évident mais pour I'écrire proprement il faufaére.

Voila qui regle le cas ou,=f(n), mais dans le cas des suites récurrentes, diest p
difficile, d’autant que des points peuvent étreaatieurs ou répulsifs. Retour sur I'exemple de
_2u +1

n+l
u, +

dit, une limite doit correspondre a un point d’ns&ction avec la premiére bissectrice du
repere.

D’ou les points limites possibles :xﬁ et 1\/5, le premier étant attractif et le second
répulsif.

: . - . L2 +1
. Il est clair que siy,) admet une limite, alors on doit avb#m, autrement
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% La longueur de la ligne brisée ést=2 pour toutn. et on dirait quelim |, =2 la

n - +oo

11

12
13

diagonale

V Opérations sur les limites.

Théoréme (10.1) On suppose Iirﬂ, 1o, Un—a €t lim oo Vh=b aveca etb réels. On

n
a alors
lim utve=atb; lim u,-vy=a-b; Ilim u,v,=ab; Ilim Yy —arp (b20)

n - +co n- +oo n- +oo n - +co V
n

Théoréme des gendarmes (10.8pient (), (Vi) et (wy) trois suites. S’il existeg tel
gue pour tout entiar>ny on aitu,<Vvhy<Wwj, et si lim u,=a et lim lim, oo W=, alors

n - +co n - +oco n—»

lim v,=a.

n - +oo

Démonstration A faire....

% Trouvez lim M

n- +oo 2n

Théoréme (Limites de suites géométriques 103)t Un) une suite géométrique de
premier termelp et de raison).
Siup=0, alors lim un = 0.

N - +oo

Sinon, si-1¢g<1, alors Iimn oo un=0,

sig=1, alors lim Un =Uo,

N - +o
sig>1, alors Iimn oo Un =sgnfp).co

sig<-1, alors () diverge. (admis).

VI Quelques classiques.

1. On trouve les suites un peu partout dans ladiiiée. Notamment dans les écrits de
Borges (a lire absolument) :

« Achille, symbole de rapidité, doit atteindredattie, symbole de lenteur. Achille
court dix fois plus vite que la tortue et lui acderlO metres d’avance. Achille parcourt ce
metre, la tortue parcourt un décimetre ; Achillecpart ce décimétre, la tortue parcourt un
centimetre ; Achille le millimétre, la tortue urxdme de millimétre, et ainsi de suite a
I'infini, de sorte qu’Achille peut courir pour toajirs sans l'atteindre. Tel est 'immortel
paradoxe [...] Il suffit de fixer la vitesse d’Aclella un métre-seconde, pour établir le qui lui
est nécessaire :
10+1+1/10+ 1/106- 1/1006
La somme limite de cette progression géomeétrigfieiénest 11,1111111... mais on ne
I'atteint jamais. C’est-a-dire que le trajet dudwsera infini et que celui-ci courra pour
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toujours, mais sa route s’épuisera avant douzeesiett son éternité ne verra pas la fin de
douze secondes. [...] Le paradoxe de Zénon d’El&&enta pas seulement a la réalité de
I'espace, mais a celle du temps, plus vulnérabpdustfine. [...] Toucher a notre idée de
I'univers, pour ce petit morceau des ténebres grexs@® » J-L Borgesa course perpétuelle
d’Achille et de la tortuelansDiscussion (1932).

2. Mais on en trouve aussi chez Marcel Aymé par gptem

« Bient6t, la malheureuse ubiquiste fut saisie d'trénésie de luxure et eut des
amants sur tous les points du globe. Le nombraigmantait au rythme d’une progression
géomeétrique dont la raison était 2,7.
Dans une seule ile des Marquises, la race lui gyamtbelle, I'insatiable amoureuse s’y
multiplia par trente-neuf. En I'espace de trois sneiles se fut répandue sur le globe en neuf
cent cinquante exemplaires. Six autres mois phdas t& nombre atteignit aux environs de
dix-huit mille, ce qui est considérable. La facendonde en était presque changée. Dix-huit
mille amants subissaient I'influence de la mémerfemet & leur insu s’établissait entre eux
une sorte de parenté dans leur maniere de vodmsentir, d’'apprécier. » Marcel Aymége
Passe-muraille
La raison de la suite décrite est-elle bien 2,7 ?
Au bout de six mois, de combien doit étre le nondaenants pour que la suite ait une raison
de 2,7 ?

3. Le cas le plus élémentaire qui apparait en écanest le suivant : Je fais des
économies pour partir en vacances. J'ai décidéta gda 1°' janvier de verser chaque jour
dans mon cochon rose autant d’euros que le numgjaud dans I'année. A chaque fois, je
mets la somme correspondante a I'aide de billetkOdeet de pieéces de 1€, avec le minimum
de piéces possible. Je partirai en vacance le prgoir ou il y aura dans ma tirelire autant de
pieces que de billets. Quel est-il ? Puis-je meepydestination de mes réves a 4900€ ?

4. You're sitting in math class, minding your owrsimess, when in walks a Bill Gates
kind of guy - the real success story of your schbels made it big, and now he has a job
offer for you. He doesn't give too many details pmbles something about the possibility of
danger. He's going to need you for 30 days, andly@ave to miss school. (Won't that just be
too awful?) And you've got to make sure your pag&pourrent. (Get real, Bill, this ain't
Paris). But do you ever sit up at the next thingdgs. You'll have your choice of two
payment options:

1. One cent on the first day, two cents on tlweé day, and double your salary every day
thereafter for the thirty days; or

2. Exactly $1,000,000. (That's one million dollars!)

| jJump up out of my seat at that. You've got yowanmBill, right here. I'll take that million.

I'm out of here. And off you go on this dangerouBiom-dollar mission. What payment do
you choose ?

5. C’est en biologie que les évolutions de popufaiont les plus habituelles : Soit
une population de femelles d'insectes qui vérdgedropriétés suivantes :
e aucune ne vit plus de 2 ans, seulement la moitiétda deuxiéme année,
» elles ne pondent que dans la deuxiéme année etriambyenne chacune n larves
viables dont la moitié sont des femelles.
A un instant initial, on décompte 50 femelles deanret 25 de deux ans. Nous nous
intéressons a I'évolution de cette population um&a aprés, deux ans apres ...

6. Voici un exemple de suite un peu particulieren:Uhivers impitoyable : Dans un
désert, il y a des serpents, des souris et depisnsr Chaque matin, chaque serpent mange
une souris. Chaque midi, chaque scorpion piquestpest (et ca ne pardonne pas). Chaque
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soir, chaque souris mange un scorpion. Au bouteliemaine, il ne reste plus qu’'un animal :
une souris.
Combien y avait-il de souris au départ ?

7. On trouve aussi les suites dans I'explicatiomdsymbole égyptien : I'ceil d’'Horus.

Les innombrables disputes et luttes entre HoruSeét sont au centre de la
mythologie égyptienne. A la mort de son frere @siBeth s’est emparé du pouvoir.
Horus, fils posthume d’Osiris et d’'Isis entre erega contre son oncle décidé a
venger la mort de son pere. Au cours d’'un combath @rrache I'eeil gauche
d’Horus, le coupe en six morceaux et le jette dan¥il. A I'aide d’'un filet, Thot
récupéere les morceaux mais il en manque un ! Thoajbute et rend a Horus son
intégrité vitale.

L'ceil d’'Horus se nommait oudjat en égyptien, céqulait dire complet. Il
représente un ceil humain fardé et souligné de dewrques colorées
caractéristiques du faucon pélerin. Les Egyptiénslisaient pour indiquer les
fractions du hékat, unité de mesure de capacitéseuiait pour les céréales, les
agrumes et les liquides (un hékat valait envirat88 litres). Ainsi 'oudjat devint-il
par la suite pour les Egyptiens, symbole de lumééde connaissance (ceil du

faucon qui voit tout), d’'intégralité physique, daidance
et de fertilité. Et afin de commémorer a tout jasneétte ; 4 !
.& g

victoire du Bien contre le Mal, ainsi que pour gdiala 3
voyance totale, la fécondité universelle et de lesn

récoltes, les scribes comptables employerent latud)
Le soleil et la lune sont ses yeux. La légende)ui % 1
si Seth arrache I'ceil droit, il s’agit d'une éclkpde soleil et i

s’il arrache le gauche, d’une éclipse de lune.

En effet, la somme des fractions de I'oudjat rie f
gue 63/64 ; le 1/64 manquant est le liant magigoat@a
par Thot pour permettre a I'ceil de fonctionner. &ave- @
scribe fit un jour remarquer a son maitre que taltdes
fractions de l'oudjat ne donnait pas 1/ jui fut répondu
que le 1/64 manquant pour parfaire I'unité semiitjdurs

fourni par Thot au calculateur qui se placeraisagous sa
protection..!

i 1&3.‘.‘--..




