Exercice 1
Le plan est rapporté a un repéere orthono(ﬁ)é]j/) . On fera une figure, a I'échelle 3cm pour
'unité, sur laquelle apparaitront les différentsnps et lieux géométriques des prolégomenes et

de la partie A. On laissera notamment les traitsadestruction (régle et compas) utilisés pour
placer le point A.
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ProlégoménesLes points A, B, A’ et B’ ont pour affixes respigesi —+/3, i, 0 et7+§.

On consideref : z+—» az+ k I'expression de la similitude directe telle quaipour image A’,

et B ait pour image B’. Déterminaretb.
Partie A :Dans cette partieg désigne la similitude ayant pour expressionz'— a z+ w(1-a)

1 : .
aveca :§+2%/§ et w=+/3+i. On note le cercle de centre O et de rayon & eton image

paro.

1. Montrer queo est une similitude d’anglég, de rapporti et de centr€Q d’affixe w.
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2. Déterminer 'image de la droittAQ) par la similitude et en déduire ga@eest tangent a
(0Q).
3. Déterminer le centre | et le rayome .
4. En déduire la nature deQl .

i

Partie B :On s'intéresse ici & la suitg,, = f°(z) (nON) avecz, = €3 +w ouf est
I'expression deo, la similitude étudiée dans la partie précédente®e= f o f o f o f o f . On
poseZ =z -w.

1. Montrer queZ, = Z,a™".
En déduire I'expression d&, en fonction den.
Prouver queZ, est reel positif si et seulementzt 5n= 0 (12).
Résoudre I'équatioti2p + 5q= 2 sip etg sont des entiers relatifs.
Conclure en donnant I'expression génerale desrsmigurels pour lesquelsZ, est réel

positif et, en déduire dans ce cas, ou se trodesrgoints d’affixez, .
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Correction de I'exercice de spécialité

ProlégomenesOn doit donc résoudre le systeme linéaire a dguations et deux
inconnues :

f(i-+/3)=0 a(-v3)+b=0
J3 i o= J3 i ce qui donne en posatx+y etb=x'+iy’,

fli)=—+— aitbh=—+—
2 2 2 2

x=V3y+y'=0 (L)
(x+iy)i-v3)+ (+iy)=0 | TVITYEX=0 (L)
B T xey=s (L)

(criy)i+ (xriy) =22

2
—y+ X'=§ (L)

En substituant; a L, on obtienty=i, ce qui donne, vid,, X' :£+i =—2.

243 2 23 3
Avec L,, on trouve\/i_%x:%—2—\73;%3 = x=—21, puis, parL,, y'=0. D’'ou, au final,

a=%+2|—\/§ et b=% .

Partie A: 1. Le rappork et 'angle& de la similitude sont, respectivement, le modtle e
I'argument dea . Or a:%+2i—\/§:%eig, donc|k =|a :% et arg(a)El—GT (2rr). Pour

le centre de la similitude, il faut déterminer @ invariant ; on cherche donc le complexe
tel que f(2) = z

Maisz'= f(2d=az#tw(l-a) = Z-w=a(zw).

Donc I'affixe du centre de similitude est.

2.0nao(A) =A' etoc @Q)=Q; I'image d’'une droite par une similitude étant wheite,

limage de(AQ) est(A'Q) qui s’écrit encorg0Q).
Par conservation de I'orthogonalité, en considéiearayon [OB] du cercle qui est tangent
a (AQ) en B, on trouve que’ est tangent §0Q) en B'.

3. Le centre | est 'image de O, son affixe estc%d (0)] :% et le rayon est

r:k><OA:i .
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4. Le plus rapide est de caIm(I@,@) =ar @ = arg{\/_aiﬁJ =% (Zr , car
<0

commeo(0O)=1, on a(@,@) =7—6T (2771). Donc OQI est isocele de sommet principal 1.



(Remargue : On peut aussi calculer la distah@e mais il faut alors déterminer si le
triangle est rectangle ou équilatéral)

Partie B :1. On commence par calculgy,, en fonction dez, :
2,0= 15(z)= fo f(7)=a f(D+al-a) = z-w=a( {( P-w)
Dot Z,,=a(f* (@ )-w)

:a[afe’(zn)+a)(1—a)—a)]

=a*(1%(z,)-w)

=a’[at?(z)+w(l-0)-w)|

=a*(1(z) - )

=a’[af(z,)+w(l-a)- o)

=a*(f(z)-w)
=a%(z,~w)
=a°Z,

Remarque : On aurait pu faire aussi une récurrefucte, mais, avec cing étapes, est-ce bien
nécessaire ?
Ainsi, (Z,) est une suite géométrique de raigonet de premier term&;, donc

Zn =(a,5)nz0 :a,5nzo .
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2. On sait quer :%elﬁ etZ,=z,-w= e3. D'aprés ce qui précéde,

N 5N snrom SN (5n+ 2y
1 i= i— 1 i—H— 1 i
z :a5”20:{—e6 e=|—=| e® 3=|—=| e ° .
! V3 j (\/?sj (\/?J

3. De la question précédente, on tire @ljeest un réel si et seulement si
(5n+2)r (5n+2)r
6
ce qui donne apres simplificationdn+ 2= 0 (12).
4. 0n al205=1et d’'apres la relation de Bézout, il existetv entiers relatifs tels que
12u+5v=1. On détermine ces deux entiers via I'algorithditeuclide :
12=5x 2+ 2
5=2x2+1 }
On a donc une solution particuliére de I'équatl@p + 5q= 2 qui est—-4x12+ 10x 5= Z et,
en soustrayant membre a membre, on obti@@{p+ 4)= 5(10-q) (*). D’aprés le lemme

de Gauss, on en déduit que 5 divise4| puisqu’il est premier avec 12, et, mutatis mdits,
12 divise (10g). Ainsi, il existek etk’ entiers relatifs tels quék = p+4 et 1X = 16-q. En

substituant ces deux derniéres égalités dansr{*fronvek=k’. On en conclut que
(p,q) = (5k—-4,10- 1X est une solution de I'équation.

Réciproguement, gip, q) = (5k—4,10- 1X , on a bien2(k - 4)+ 5(10- 1R ¥ . pour tout
entier relatifk.

=0 (77). Mais si I'on veut un réel positif, il faut etsuffit que =0 (2m)

d'ou12x2=5¢ 4+ (5- )= - x 12 5 &

u \

Conclusion ;|(p, q) O (5k- 4,10~ 1x ) kO Z}




5. On a vu (question B.3) qug&, est un réel positif si et seulemenbsi+ 2= 0 (12), ce

qui revient a I'existence d’un entier relatiftel que5n+ 2= 12m
En identifiant avet2p + 59 = 2, on trouven= -q, d’'oun=12k-10 aved entier relatif.

Dire que Z,, est un réel positif revient a dire qu’il est lia# d’un point de la demi-droite

(O;u). On cherche ot se trouvent les points d'affizes Z +w. On est donc amené a

considérer la translation de vecteurd'affixe w. L'expression de cette translation est
z— z+w, donc 'image deZ_est z,. Or I'image de la demi-droitéO;u) par cette

translation est la demi-droit@; u) .
En conclusion, les points d’affixex pourn=12-10 sont sur la demi-droiteQ; u) .



