
Questions de cours de Terminale S
QUESTION DE COURS No 1
Si une suite est croissante et non majorée alors elle diverge vers +∞

Démonstration: Soit (un) une suite croissante et non majorée.
Soit A un réel positif quelconque (A est un réel positif aussi grand que l’on veut) .
Dire que la suite (un) n’est pas majorée signifie qu’il existe un entier naturel p tel que up > A. (il n’existe pas de nombre
plus grand que tous les termes de la suite).
La suite (un) étant croissante, quel que soit n > p, un > up
Or, le terme up est supérieur à A donc à partir du rang p, tous les termes de la suite (un) sont supérieurs à A.
Pour tout A > 0, il existe p ∈ N, tel que quel que soit n > p, on ait un > A.
Tout intervalle [A; +∞[ avec (A > 0) contient tous les termes de la suite à partir d’un certain rang.
C’est-à-dire : lim

n→+∞un = +∞

0 1 A up up+1 

up+2 … 

CQFD

QUESTION DE COURS No 2
Théorème des gendarmes pour les fonctions en +∞.
Soit a un réel positif.
— On suppose que quel que soit x ∈ [a; +∞[, on a l’encadrement : g(x) < f(x) < h(x).
— Si de plus, lim

x→+∞ g(x) = lim
x→+∞h(x) = λ

Alors lim
x→+∞ f(x) = λ

Démonstration:
lim

x→+∞ g(x) = λ signifie que tout intervalle ouvert contenant

λ contient toutes les valeurs prises par g(x) dès que x est
suffisamment grand :
∀A > 0,∀r > 0,∀x > A, on a : λ− r < g(x) < λ+ r
De même, lim

x→+∞h(x) = λ équivaut à :

∀B > 0,∀r0 > 0,∀x > B, on a : λ− r0 < h(x) < λ+ r0 λ  λ + rλ  – r  λ  – r'  λ + r'

g(x) 

h(x) 

On a l’hypothèse que pour tout x ∈ [a; +∞[, g(x) < f(x) < h(x).
Si C est le plus grand des nombres A et B, pour tout x > C, on a par conséquent, : λ− r < g(x) < f(x) < h(x) < λ+ r0

Donc λ− r < f(x) < λ+ r0 ce qui signifie que f(x) appartient à un intervalle ouvert contenant λ
On a bien montré que lim

x→+∞ f(x) = λ

Ch 

Cf 

Cg 

CQFD
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QUESTION DE COURS No 3
Corollaire du Théorème des Valeurs Intermédiaires
Soit f une fonction continue et monotone sur un intervalle [a; b] .
Pour tout k ∈ [f(a); f(b)] (ou [f(b); f(a)]), l’équation f(x) = k admet une solution unique sur [a; b] .

Démonstration: Le Théorème des Valeurs Intermédiaires est admis. La fonction étant continue, on sait qu’il existe au
moins une solution α à l’équation f(x) = k. Il reste à prouver que cette solution est unique.
Supposons que la fonction f soit strictement croissante sur [a; b].
Soit α une solution de l’équation f(x) = k.
Pour tout x ∈ [a; b] tel que a 6 x < α, on a f(a) 6 f(x) < f(α) donc f(x) < k donc f(x) 6= k
et de même, pour tout x ∈ [a; b] tel que α < x 6 b, on a f(α) < f(x) 6 f(b) donc k < f(x) donc f(x) 6= k
Ce qui signifie que pour tout x différent de α, la fonction f n’est jamais nulle.
L’unicité de α est alors démontrée dans le cas où f est strictement croissante.

Maintenant, on démontre de la même manière l’unicité dans le cas où la fonction f est strictement décroissante sur [a; b].
Pour tout x ∈ [a; b] tel que a 6 x < α, on a f(a) > f(x) > f(α) donc f(x) > k donc f(x) 6= k
et de même, pour tout x ∈ [a; b] tel que α < x 6 b, on a f(α) > f(x) > f(b) donc k > f(x) donc f(x) 6= k
Ce qui signifie que pour tout x différent de α, f(x) n’est jamais égal à k.
L’unicité de α est démontrée. CQFD

QUESTION DE COURS No 4
Dérivée d’une fonction composée.
Si v est une fonction dérivable en x0 et u une fonction dérivable en v(x0) alors la fonction u ◦ v est dérivable en x0
et on a :

(u ◦ v)0(x0) = v0(x0)× u0[v(x0)]

Démonstration:
On note y0 = v(x0)

On définit la fonction f par : f(x) =


u(x)− u(y0)
x− y0 si x 6= y0
u0(y0) si x = y0

On a lim
x→y0

f(x) = lim
x→y0

u(x)− u(y0)
x− y0 = u0(y0) par définition du nombre dérivé.

Par conséquent, la fonction f est continue en y0.

Pour tout x 6= x0, calculons f(v(x))× v(x)− v(x0)
x− x0 :

Pour x 6= x0, v(x) 6= y0 donc
f(v(x)) =

u(v(x))− u(y0)
v(x)− y0 ce qui donne :

f(v(x))× v(x)− v(x0)
x− x0 =

u(v(x))− u(y0)
v(x)− y0 × v(x)− y0

x− x0 =
u(v(x))− u(y0)

x− x0 =
u(v(x))− u(v(x0))

x− x0
On a donc établi l’égalité : f(v(x))× v(x)− v(x0)

x− x0 =
u(v(x))− u(v(x0))

x− x0
Maintenant, on passe à la limite en faisant tendre x vers x0 :

lim
x→x0

f(v(x)) = lim
X→y0

f(X) = u0(y0) = u0(v(x0)) et lim
x→x0

v(x)− v(x0)
x− x0 = v0(x0)

D’autre part, lim
x→x0

u(v(x))− u(v(x0))
x− x0 = [u(v(x0))]

0 = (u ◦ v)0 (x0)
Donc les limites donnent u0(v(x0))× v0(x0) = (u ◦ v)0 (x0)
C’est-à-dire : (u ◦ v)0 (x0) = v0(x0)× (u0 ◦ v) (x0). CQFD
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QUESTION DE COURS No 5

1) lim
x→+∞

ex

x
= +∞ 2) lim

x→−∞xe
x = 0 3) lim

x→+∞
lnx

x
= 0

Démonstration:
Montrons pour commencer que quel que soit x réel, ex > x+ 1.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = ex − x− 1.
f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables. Pour tout x, f 0(x) = ex − 1.
f 0(x) > 0⇐⇒ ex > 1⇐⇒ x > 0.

x −∞ 0 +∞
f 0 (x) − 0 +

f (x)
HHHHj ©©

©©*

f(0) = 0

On déduit de ces variations que f admet un minimum
en 0 qui vaut 0. Autrement dit, pour tout x, f(x) > 0
donc ex > x+ 1 quel que soit le réel x.

En prenant
x

2
à la place de x : e

x
2 > x

2
+ 1 et donc e

x
2 > x

2

On divise par
√
x qui est strictement positif pour x > 0 :

e
x
2√
x
> 1

2

x√
x

On élève au carré :

³
e
x
2

´2
√
x
2 > 1

4

x2

x
qui donne :

e2
x
2

x
> 1

4
x d’où

ex

x
> 1

4
x pour tout x > 0.

Comme lim
x→+∞

1

4
x = +∞, on obtient par comparaison de limites : lim

x→+∞
ex

x
= +∞ .

On change la variable dans la limite précédente : X = −x.
(x→ +∞⇐⇒ −x→ −∞)
lim

x→−∞xe
x = lim

X→+∞
¡−Xe−X¢ = lim

X→+∞

µ
− X
eX

¶
= lim

X→+∞

Ã
− 1

eX

X

!
= 0.

On a ainsi prouvé que : lim
x→−∞xe

x = 0

On démontre enfin que pour tout x > 0, lnx 6 √x
Soit g la fonction définie par g(x) = lnx−√x
La fonction g est définie et dérivable sur ]0;+∞[ et g0(x) = 1

x
− 1

2
√
x
=
2
√
x− x
2x
√
x

Soit x ∈]0;+∞[, g0(x) > 0⇐⇒ 2
√
x− x
2x
√
x

> 0⇐⇒ 2
√
x− x > 0⇐⇒ x 6 2√x

On élève au carré : x2 6 4x. Le trinôme x2 − 4x est négatif sur ]0; 4] et positif sur [4;+∞[. D0où le tableau de variations :
x 0 4 +∞

g0 (x) + 0 −
2 ln 2− 2

g (x)
©©

©©* HHHHj−∞

La fonction g admet un maximum en 4 :
g(4) = 2 ln 2−2 ≈ −0, 6 < 0 donc g est constamment
négative. Quel que soit x ∈]0;+∞[, lnx 6 √x.

On divise par x > 0 :
lnx

x
6
√
x

x
=

1√
x
. Pour x > 1, 0 <

lnx

x
6 1√

x

On a lim
x→+∞

1√
x
= 0. On conclut en appliquant le théorème des gendarmes : lim

x→+∞
lnx

x
= 0

CQFD

Remarque: (Autre méthode) On peut aussi utiliser lim
x→+∞

ex

x
= +∞ et faire le changement de variable X = ex

Si x→ +∞ alors X → +∞
On a x = lnX, et lim

x→+∞
ex

x
= lim

X→+∞
X

lnX
= lim

X→+∞
1

lnX

X

donc lim
X→+∞

1

lnX

X

= +∞ ce qui donne lim
X→+∞

lnX

X
= 0
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QUESTION DE COURS No 6
Equation différentielle
a et b sont deux réels (a 6= 0), soit (E) l’équation différentielle : y0 = ay + b

1. Existence : les solutions de (E) sont les fonctions f :x 7−→ keax − b
a

2. Unicité : l’équation (E) admet une solution unique vérifiant y0 = f(x0).

Démonstration:

1. Existence

a) Si b = 0, l’équation (E) s’écrit : y0 = ay.
On sait que les solutions de l’équation y0 = ay sont les fonctions x 7−→ keax où k ∈ R

b) Si b 6= 0, on factorise a : y0 = a
µ
y +

b

a

¶
. On pose z = y +

b

a
L’équation (E) s’écrit alors z0 = az et les solutions sont donc de la forme keax

Vu que y = z − b
a
, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions x 7−→ keax − b

a
.

2. Unicité.

La condition y0 = f(x0) permet d’écrire y0 = keax0 − b
a
⇐⇒ k =

µ
y0 +

b

a

¶
e−ax0 .

Il existe un unique k et donc une unique fonction f solution de (E).

CQFD

Remarque: Autre méthode pour prouver l’existence de solutions à l’équation différentielle (E) : y0 = ay.
On peut voir que la fonction nulle f : x 7−→ 0 est une solution évidente de (E).

Supposons donc que f 6= 0 soit solution de (E). On a alors f
0(x)
f(x)

= a.

Une primitive de
f 0

f
est ln |f | et une primitive de a est x 7−→ ax.

On en déduit que ln |f(x)| = ax+ c où c est une constante réelle.
On en déduit que |f(x)| = eax+c = eceax = Keax
Conclusion : f(x) = Keax ou f(x) = −Keax. Ce qui peut s’écrire : f(x) = keax où k est un réel.

QUESTION DE COURS No 7
Soit f la fonction : x 7−→ cosx+ i sinx
Quels que soient les réels x et y, f(x+ y) = f(x)f(y)

Démonstration: Pour tous x et y, cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y et sin(x+ y) = cosx sin y + cos y sinx
Donc f(x+ y) = cos(x+ y) + i sin(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y + i (cosx sin y+cos y sinx)
D’autre part, f(x)f(y) = (cosx+ i sinx) (cos y + i sin y)
= cosx cos y − sinx sin y + i sinx cos y + i cosx sin y = cosx cos y − sinx sin y + i (sinx cos y+cosx sin y)
Par identification des parties réelles et imaginaires, l’égalité est bien établie.
CQFD

Remarque: L’équation fonctionnelle f(x + y) = f(x)f(y) est caractéristique de la fonction exponentielle. Ceci justifie la
définition de l’exponentielle complexe : eiθ = cos θ + i sin θ.
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QUESTION DE COURS No 8
Soit n et p deux entiers naturels,

1.
µ
n

p

¶
=

µ
n− 1
p− 1

¶
+

µ
n− 1
p

¶
2.
µ
n

p

¶
=

µ
n

n− p
¶

Démonstration:

1. Par le calcul :µ
n− 1
p− 1

¶
=

(n− 1)!
(p− 1)!(n− 1− (p− 1))! =

p (n− 1)!
p!(n− p))! et

µ
n− 1
p

¶
=

(n− 1)!
p!(n− 1− p)! =

(n− 1)!(n− p)
p!(n− p)!

donc
µ
n− 1
p− 1

¶
+

µ
n− 1
p

¶
=
(n− 1)!(p+ n− p)

p!(n− p))! =
(n− 1)!n
p!(n− p))! =

n!

p!(n− p))! =
µ
n

p

¶
Par les dénombrements :

Soit a un élément choisi parmi n éléments tous distincts. Il y a
µ
n

p

¶
combinaisons de p éléments. Ces combinaisons

contiennent l’élément a ou ne le contiennent pas.

Celles qui le contiennent sont au nombre de
µ
n− 1
p− 1

¶
puisque a étant fixé, il reste à choisir p− 1 éléments parmi n− 1

et il y a
µ
n− 1
p

¶
combinaisons qui ne contiennent pas a (on choisit p éléments parmi n− 1).

Conclusion :
µ
n

p

¶
=

µ
n− 1
p− 1

¶
+

µ
n− 1
p

¶
2.
µ

n

n− p
¶
=

n!

(n− p)!(n− (n− p))! =
n!

(n− p)!p! =
µ
n

p

¶
Choisir p éléments parmi n revient à en écarter n− p et donc le nombre de combinaisons est le même.

CQFD
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QUESTION DE COURS No 9
Aire et primitive
Soit f une fonction continue et positive sur
l’intervalle [a; b] , et D le domaine plan délim-
ité par la courbe de f , l’axe des abscisses et
les droites x = a et x = b.

Soit F une primitive de f .
L’aire du domaine D est égale à F (b)− F (a).
D’où : Z b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)
a b 

Cf

Démonstration:

a b 

Cf

x x + h 

f(x) 
f(x + h)  

Soit h un nombre réel strictement positif : h > 0
Pour x ∈ [a; b] , appelons A(x) l’aire sous la courbe entre a et x
L’aire hachurée entre x et x+ h est égale à A(x+ h)−A(x)
La fonction f étant croissante, cette aire peut être encadrée par celles de deux rectangles de longueur f(x) et f(x+ h) et de
largeur commune h.
On a donc : hf(x) < A(x+ h)−A(x) < hf(x+ h)
h étant positif, f(x) <

A(x+ h)−A(x)
h

< f(x+ h)

On fait tendre h vers 0 et en appliquant le théorème des gendarmes, on obtient : lim
h→0

µA(x+ h)−A(x)
h

¶
= f(x)

ce qui signifie que f(x) = A0(x) et donc la fonction A est une primitive de f .
Pour h < 0, on a : -hf(x+ h) < A(x)−A(x+ h) < −hf(x)
−h > 0 donc f(x+ h) < A(x)−A(x+ h)

−h < f(x) donc f(x+ h) <
A(x+ h)−A(x)

h
< f(x)

et puis lim
h→0

µA(x+ h)−A(x)
h

¶
= f(x)

On a donc démontré que pour tout x ∈ [a; b],
Z x

a

f(x)dx = F (x)− F (a) et par conséquent,
Z b

a

f(x)dx = F (b) − F (a)

CQFD
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