Questions de cours de Terminale S

QUESTION DE COURS N° 1
Si une suite est croissante et non majorée alors elle diverge vers +oo

Démonstration: Soit (u,) une suite croissante et non majorée.

Soit A un réel positif quelconque (A est un réel positif aussi grand que Uon veut) .

Dire que la suite (u,) n’est pas majorée signifie qu’il existe un entier naturel p tel que u, > A. (il n'existe pas de nombre
plus grand que tous les termes de la suite).

La suite (u,) étant croissante, quel que soit n > p, u, > u,

Or, le terme wu,, est supérieur & A donc a partir du rang p, tous les termes de la suite (u,) sont supérieurs a A.

Pour tout A > 0, il existe p € N, tel que quel que soit n > p, on ait u,, > A.

Tout intervalle [A; +oo] avec (A > 0) contient tous les termes de la suite & partir d’un certain rang.

C’est-a-dire : lim u, = +oc0
n—-+oo
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QUESTION DE COURS N° 2

Théoréme des gendarmes pour les fonctions en +oco.
Soit a un réel positif.
— On suppose que quel que soit x € [a;+oo|, on a Uencadrement : g(z) < f(z) < h(x).
— Si de plus, wll)riloo g(z) = xl{r-ﬁr-loo h(z) =X

Alors liT flz)=A

Démonstration:
lim g(z) = X signifie que tout intervalle ouvert contenant

Tr——+00

A contient toutes les valeurs prises par g(x) dés que x est g(x)
suffisamment grand :

VA>0,Vr>0Ve>A ona: A—r<g(z)<A+r

De méme, lim h(z) = A équivaut a : = = | -
P 1 3 C C
VB> 0,Vr' >0,V >B,ona: A\—r <h(z) <A+ A= 1_y A d+r A+r
h(x)

On a hypothése que pour tout x € [a; +oo], g(z) < f(x) < h(z).

Si C est le plus grand des nombres A et B, pour tout z > C, on a par conséquent, : A —r < g(z) < f(x) < h(z) < A+’
Donc A —r < f(z) < A4/ ce qui signifie que f(z) appartient & un intervalle ouvert contenant A

On a bien montré que IEIJPOO fl@)=2A
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QUESTION DE COURS N° 3

Corollaire du Théoréme des Valeurs Intermédiaires

Soit f une fonction continue et monotone sur un intervalle [a;b].

Pour tout k € [f(a); f(b)] (ou [f(D); f(a)]), Uéquation f(x) =k admet une solution unique sur [a;b].

Démonstration: Le Théoréme des Valeurs Intermédiaires est admis. La fonction étant continue, on sait qu’il existe au
moins une solution « & 'équation f(x) = k. Il reste & prouver que cette solution est unique.

Supposons que la fonction f soit strictement croissante sur [a; ).

Soit a une solution de 'équation f(x) = k.

Pour tout x € [a;b] tel que a < x < a, on a f(a) < f(z) < f(a) donc f(z) < k donc f(z) # k

et de méme, pour tout = € [a;b] tel que o < & < b, on a f(a) < f(z) < f(b) donc k < f(z) donc f(z) # k

Ce qui signifie que pour tout x différent de «, la fonction f n’est jamais nulle.

L’unicité de « est alors démontrée dans le cas ou f est strictement croissante.

Maintenant, on démontre de la méme maniére 'unicité dans le cas ou la fonction f est strictement décroissante sur [a; b].
Pour tout z € [a;b] tel que a < x < a, on a f(a) = f(z) > f(a) donc f(z) > k donc f(z) # k

et de méme, pour tout z € [a;b] tel que a < x < b, on a f(a) > f(z) = f(b) donc k > f(x) donc f(z) # k

Ce qui signifie que pour tout z différent de «, f(x) n’est jamais égal a k.

L’unicité de « est démontrée. | CQFD

QUESTION DE COURS N° 4
Dérivée d’une fonction composée.
Si v est une fonction dérivable en xq et u une fonction dérivable en v(zg) alors la fonction wov est dérivable en xg
et on a :
(uwowv) (mg) =v'(z0) x u'[v(xg)]

Démonstration:
On note yo = v(zo)
u(z) — u(yo) -
On définit la fonction f par : f(z) = T — 1 sz 7 4o
w'(yo) six = yo
Ona lim f(z) = lim ulw) = ulyo)
—Yo T—Yo T — Yo
Par conséquent, la fonction f est continue en yyq.
v(z) — v(zp) )

= u/(yp) par définition du nombre dérivé.

Pour tout x # xg, calculons f(v(z)) x .
— %o

Pour z # xq, v(z) # yo donc
oo A0 ]

ce qui donne :

—C :vm? _ vl ) | ole) o _ w(e(w) ~ulyn) _ w(e(e) ~wlo(zo)
T — o v(x) — Yo T — o T — o T — o
On a donc établi I'égalité : f(v(x)) x v(z) = v(zo) = u(v(z)) = u(v(zo))
r — X0 r — X0

Maintenant, on passe a la limite en faisant tendre x vers xg :

Jim f(ofa)) = Jim () = (o) = ' (oa0)) et lim DI )

r — X
D’autre part, IILII:ClO u(v(m)x) : ZEU(xO)) = [u(v(z0))]" = (wov) (z0)

Donc les limites donnent u/(v(zg)) x v/ (z¢) = (u o v)’ (z0)

Cest-a-dire : (uov) (zo) = v'(z0) x (v o v) (20).




QUESTION DE COURS N° 5

1) im — =+4o0 2) lim ze® =0 3) lim — =0

Démonstration:

Montrons pour commencer que quel que soit x réel, e* > x + 1.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =e® —x — 1.

f est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables. Pour tout z, f/'(z) = e* — 1.
flz) 20<—=e">1<2z>0.

T —00 0 +o00
f'(x) - 0 +

On déduit de ces variations que f admet un minimum

f () \ / en 0 qui vaut 0. Autrement dit, pour tout z, f(z) > 0

T > .
£(0) = donc e” > x + 1 quel que soit le réel x

z z
2 2

T
> —+1etdonce

2
2

x
En prenant 5 alaplacede x : e

S

. . . . " 1z
On divise par 4/z qui est strictement positif pour z > 0 : > 57
T
z\?2 =
(e § ) lz? | 2 1 e 1
On éléve au carré : 5— = —— qui donne : — > —x d’ot — > —x pour tout x > 0.
NG 4z 4 T 4
1 P
Comme lim =z = 400, on obtient par comparaison de limites : | lim — = +oo |
r——+00 4 r—+00 I
On change la variable dans la limite précédente : X = —x.

(x = 400 <= —x = —00)

X 1
s €T : o -X\ _ : _ — : _ —
xh{n ret = XllI}rl ( Xe ) = Xlu}rl < _eX> = XllI}rl ( e;; ) =0.

On a ainsi prouvé que :| lim ze® =0

r— —00

On démontre enfin que pour tout = > 0, Inz < /x
Soit g la fonction définie par g(z) = Inz — \/z

1 2yr—=x
2/  2x\/x

1
La fonction g est définie et dérivable sur |0;+oo[ et ¢'(z) = —
x

20<=2yz—2>20<= 2 <2V

_— 2\/5—33
<

4zx. Le trlnome x? — 4z est négatif sur ]0;4] et positif sur [4; +o0o[. D’oil le tableau de variations :

Soit z €]0; +o00], ¢'(z

On éleve au carré : a2

T 0 4 +o00
g (z) + 0 -
2In2 -2

La fonction g admet un maximum en 4 :

g (z) / \ g(4) =2In2—2 ~ —0,6 < 0 donc g est constamment
00

négative. Quel que soit z €]0; +oo[, Inz < /.

1 1 1 1
Ondiviseparx>0:ﬂ<£: . Pour z > 1, 0<ﬂ<—
1
On a lim —= = 0. On conclut en appliquant le théoréme des gendarmes :| lim nr_ 0
z—5-Foo \/_ r—+oo I

Remarque: (Autre méthode) On peut aussi utiliser lir4r_1 £ - +o00 et faire le changement de variable X = e*
r——+0c0 I

Si x — 400 alors X — —l—oxo

1 1 In X
Onax=InX, et IEIEOO % = Xlirfm X - Xlirfrlw X donc Xligrloo X = = +o00 ce qui donne Xligrloo HT =0
X X



QUESTION DE COURS N° 6
Equation différentielle
a et b sont deux réels (a #0), soit (E) Uéquation différentielle : y' = ay+b

1. Existence : les solutions de (E) sont les fonctions f :x — ke®® —

b
a
2. Unicité : léquation (E) admet une solution unique vérifiant yo = f(xo).

Démonstration:
1. Existence
a) Sib=0, Péquation (E) s’écrit : y' = ay.
On sait que les solutions de I’équation y’ = ay sont les fonctions  — ke® ou k € R

b) Sib #0, onfactorisea:y'=a<y+g> .Onposez:y—l—g

L’équation (E) s’écrit alors z’ = az et les solutions sont donc de la forme ke®”

Vu que y = z — —, on conclut que les solutions de (E) sont les fonctions © — ke®* — —
a a

2. Unicité.
b b
La condition yo = f(z¢) permet d’écrire yo = ke — — <= k= [ yo + —> e~ %o,
a a

Il existe un unique k et donc une unique fonction f solution de (E).
CQFD

Remarque: Autre méthode pour prouver l’existence de solutions a l’équation différentielle (E) : y' = ay.
On peut voir que la fonction nulle f : © — 0 est une solution évidente de (E).

/(@) _
, f(@)

Une primitive de f— est In|f| et une primitive de a est x — ax.

Supposons donc que f # 0 soit solution de (E). On a alors

On en déduit que In|f(z)| = ax + ¢ ou c est une constante réelle.
On en déduit que |f(x)| = e¥*T¢ = e = Ke*
Conclusion : f(x) = Ke® ou f(z) = —Ke®. Ce qui peut s’écrire : f(x) = ke®® ou k est un réel.

QUESTION DE COURS N° 7
Soit f la fonction : x — cosx + isinx
Quels que soient les réels x et y, f(x+y) = f(z)f(y)

Démonstration: Pour tous x et y, cos(x + y) = cosz cosy — sinx siny et sin(z + y) = coszsiny + cosysinx
Donc f(xz +y) = cos(z +y) + isin(x + y) = cosz cosy — sinzsiny + 4 (cos z sin y+ cos y sin z)

D’autre part, f(x)f(y) = (cosx + isinz) (cosy + isiny)

=cosxcosy —sinzsiny + isinzcosy + i coszsiny = coszcosy — sinxsiny + i (sin x cos y+ cos x sin y)

Par identification des parties réelles et imaginaires, 1’égalité est bien établie.

Remarque: L’équation fonctionnelle f(x +y) = f(x)f(y) est caractéristique de la fonction exponentielle. Ceci justifie la

définition de lexponentielle complexe : €% = cos @ + isin .



QUESTION DE COURS N° 8
Soit n et p deux entiers naturels,

(-G
2 (5)=(." )

Démonstration:

1. Par le calcul :
n—1 (n—1)! p(n—1)! ot (nl) (n-1)!  (n—=1)Yn-p)

p—1) (p-Dn—1-(p-1) pl(n—p)) p plln—1—p)!  pl(n—p)

done (Z - i) " <n; 1) - _p}():%(p—;)z!_ o p(!?n_—lz):)?;! - p!(nn—! ) (Z)

Par les dénombrements :

c . n .. 14 ..
Soit @ un élément choisi parmi n éléments tous distincts. Il y a ( ) combinaisons de p éléments. Ces combinaisons
p

contiennent 1’élément a ou ne le contiennent pas.

n
Celles qui le contiennent sont au nombre de (

1) puisque a étant fixé, il reste a choisir p — 1 éléments parmi n — 1
p—

n .
etilya ( ) combinaisons qui ne contiennent pas a (on choisit p éléments parmi n — 1).
p

Conclusion : (n> = (n B 1> + <n B 1)
D p—1 D

> (pr) - I e (Z)

Choisir p éléments parmi n revient & en écarter n — p et donc le nombre de combinaisons est le méme.




QUESTION DE COURS N° 9
Aire et primitive
Soit f une fonction continue et positive sur

Vintervalle [a;b], et D le domaine plan délim- Ty
ité par la courbe de f, l'axe des abscisses et
les droites © = a et © =b. G
[
Soit F une primitive de f.
L’aire du domaine D est égale & F(b) — F(a).
D’ou :
b
| fade=F(6) - Fo .
a P b }
Démonstration:
AL}(,
G
fx + h)
ftx) ;
g .
x+h b Y

Soit h un nombre réel strictement positif : A > 0

Pour z € [a;b], appelons A(z) Paire sous la courbe entre a et x

L’aire hachurée entre = et « + h est égale & A(z + h) — A(x)

La fonction f étant croissante, cette aire peut étre encadrée par celles de deux rectangles de longueur f(z) et f(x + h) et de
largeur commune h.

On a donc : hf(z) < A(x + h) — A(z) < hf(z+ h)

Az + hf)L Al(z) < flo+h)

On fait tendre h vers 0 et en appliquant le théoréme des gendarmes, on obtient : lim

,—0

h étant positif, f(z) <

= f(x)

<A@+2A@»

ce qui signifie que f(z) = A'(z) et donc la fonction A est une primitive de f.
Pour h < 0,on a:-hf(z+h) < A(z) — Az + h) < —hf(z)

—h>0donc f(z+h) < Al )_/}t(x—i—h) <

et puis ;ILIL% (.A(x + h})L — A(:c)) = f(z)
b

On a donc démontré que pour tout = € [a;b], / f(z)dx = F(x) — F(a) | et par conséquent, / f(z)dz = F(b) — F(a)

“

f(z) donc f(xz+h) <

Az + h) — A(z)
% < f(=x)




